Capitulo 6

La integral de Riemann

Vamos a dar una definicion precisa de la integral de una funcion definida en un intervalo. Este
tiene que ser un intervalo cerrado y acotado, es decir [a,b] con a < b € R, y la definicion que daremos
de integral solo se aplica a funciones acotadas, y no a todas, sino a las funciones que llamaremos
integrables.

En el siguiente capitulo veremos como, en un sentido mas amplio, podemos hablar de integrales
de funciones no acotadas o definidas en intervalos no acotados.

Seguimos basicamente el desarrollo que puede verse, entre otros muchos textos, en [Ross, cap. VI,
pag. 184 y sigs.] o en [BARTLE-SHERBERT, cap. 6, pag. 251 y sigs.]. Como complemento puede con-
sultarse [GuzmaN, cap. 12]. La evolucidn histdrica de la integral estd muy bien contada (sobre todo la
aportacion de Newton y Leibniz) en [DURAN]; de caricter mas técnico es el libro [GRATTAN-GUINNESS].

6.1. Definicion (de Darboux) de la integral de Riemann

6.1.1. Definicion de integral

Definicion 6.1.1. Una particion de un intervalo [a,b| es un conjunto finito de puntos de [a,b] que
incluye a los extremos. Una particion P la representamos ordenando sus puntos de menor a mayor,
comenzando en a y terminando en b:

P={xi}lo={a=xo<xi <x2<...<xp_1 <X, =b}.

El conjunto de las particiones de [a,b] lo indicamos con & (|a,b]). Una particion como la indicada
divide el intervalo [a,b] en n subintervalos [x;_1,x;|, cada uno de longitud x; — x;_;.

Definicion 6.1.2 (sumas de Darboux). Sea f una funcion acotada definida en [a,b|, y sea P €
P([a,b]), P={a=x0 <x1 <x2<...<xy_1 <x, =Db}.Sean, para cadai=1,...,n,

M; =sup{f(x):x € [xi_1,x]}; m; = inf{f(x) :x € [xi_1,x]}.

La suma inferior de f asociada a P se define como

N

S(f,P) =Y mi(xi—xi—1),
=

y la suma superior de f asociada a P es

N

§(f,P) = Ml-(xi—x,-_l).
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a x Xy e Xp—1  p 4 X Xy e Xn—1 b

Suma inferior asociada a una particion Suma superior asociada a una particion

Observacion. Para cualquier P € Z([a,b]) tenemos que S(f,P) < S(f,P), ya que m; < M; para cada
i. También, poniendo M = sup{f(x) : x € [a,b]}, m = inf{f(x) : x € [a,b]}, se deduce que m(b—a) <
S(f,P) <S(f,P) < M(b— a) cualquiera que sea la particion P (y por consiguiente, tanto el conjunto
de las sumas superiores como el de las sumas inferiores estan acotados, superiormente por M(b — a),

inferiormente por m(b — a)).

Nota (relacion entre la integral y la medida de areas). Supongamos que f es una funcion no
negativa y consideremos la region que delimita su grafica con las rectas y =0,x =a y x =b. Siel area
de dicha regidn es A, entonces

S(f,P) <A<S(f,P),

ya que las respectivas sumas son las areas que obtenemos si cambiamos f en cada [x;_;,x;) por m; o
M;, y los hemos definido de forma que m; < f < M; (de hecho hemos tomado los valores méas ajustados
que cumplen dichas desigualdades).

a Xxi Xy Xn—1 b

Suma superior, area y suma inferior

En la figura, se representan en distinto color la diferencia entre la suma superior y el area A y
la diferencia entre A y la suma inferior. Parece claro que si tomamos una particidon suficientemente
nutrida de puntos podemos conseguir que estas zonas sean muy pequehas, de forma que tanto la suma
superior como la inferior sean arbitrariamente proximas al area A.
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Definicion 6.1.3. Dada f acotada en [a,b), se define su integral inferior en [a,b] como

[ r=suis(s.p): P e 2 (b))

y su integral superior en [a,b] como

/abf: mf{S(f,P): P € 2(ja,b])}.

Notemos que, como consecuencia de la observacion previa, la integral inferior y la superior son
valores reales perfectamente definidos para cualquier funcion acotada en un intervalo cerrado y aco-
tado. No es dificil adivinar que la integral inferior es siempre menor o igual que la superior, pero la
demostracion de este hecho es menos trivial de lo que parece a simple vista. Para probarlo, necesita-
mos un estudio mas detallado de las sumas de Darboux, que posponemos al apartado siguiente.

Definicion 6.1.4. Una funcion f acotada en [a,D] es integrable-Riemann en [a,b] (en el sentido de
Darboux), o simplemente integrable, si se cumple que

/abfZ/abf‘

En tal caso, al valor comin de dichas integrales se le llama la integral (de Riemann) de f en |a,b], y

b
se escribe/ f.
a

b
A veces es comodo escribir la integral como / f(x)dx, expresando la funcion mediante su va-

lor f(x) en la variable x. En tal caso, es indiferente la letra empleada: el mismo significado tiene

/ F)dy, / z)dz, / f(#)dt, etc.; todos estos simbolos representan la integral de la funcion f en
a

el intervalo [a, b].

Ejemplo (integral de una funcion constante). Si f(x) = ¢ para todo x € [a,b] y P es la particion
trivial {a,b} resulta que S(f,P) = c¢(b—a) = S(f,P). Se comprueba facilmente que lo mismo sucede
para cualquier otra particion, asi que la integral superior y la inferior coinciden con ¢(b — a). Es decir,

/abcdx:c(b—a).

Ejemplo (integral de la funcion identidad). Si f(x) = x para todo x € [a,b], su integral superior y
su inferior coinciden con 1 (b* — a?). Es decir,

b 1
/ xdx = ~(b* —d?).
a 2

La comprobacidn de este resultado a partir de la definicion de integral requiere mas esfuerzo del que
cabe suponer (véanse en [BARTLE-SHERBERT, pags. 257—-258] los calculos paraa =0, b = 1).

Ejemplo (integral de la funci(’)n cuadrado). Si f(x) = x? para todo x € [a,b], su integral superior y
su inferior coinciden con 1 (b* —a?). Es decir,

b 1
/ X dx = g(b3 —a®).

La obtencion de esta formula es sorprendentemente complicada. Los detalles del cilculo pueden verse
en [Ross, pag. 186] o [BARTLE-SHERBERT, pag. 258].
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Este ejemplo y el anterior ponen de manifiesto la necesidad de hallar procedimientos indirectos
de célculo que permitan evaluar comodamente al menos integrales de funciones tan sencillas como
estas. Veremos algunos més adelante.

Ejemplo (una funcion acotada que no es integrable). Sea f: [0,1] — R la dada por f(x) =1
sixeQy f(x) =0six¢Q (la funcion de Dirichlet). Por la densidad de los racionales y de los
irracionales, en cualquier intervalo [x;_;,x;|, asociado a cualquier particion P, f toma los valores O
y 1, luego resulta que S(f,P) = 1y S(f,P) = 0. Por lo tanto la integral inferior vale 0 y la integral
superior vale 1. La funcion de Dirichlet no es integrable-Riemann.

Nota (¢la integral es el area?). Dada una funcion f acotada y no negativa, ya hemos visto que
S(f,P) <A <S(f,P) para cada particion P, si A es el area de la region que limita la grafica de f. Por
tanto A es una cota superior del conjunto de las sumas inferiores y una cota inferior del conjunto de

las sumas superiores, y entonces
b b
[r=az ©.1)
Ja_ a
b

Si f es integrable, los dos extremos de (6.1) coinciden con / f,asique el area A es igual a la integral.

a
Pero hay que sehalar un matiz importante: mientras que la integral es un concepto que hemos definido

/abf(x)dx

La integral y el area

rigurosamente, nos hemos valido de una nocion intuitiva e ingenua de la medida de areas.

6.1.2. Propiedades basicas de las sumas de Darboux

Lema 6.1.5. Sea f una funcion acotada en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Si P 'y Q son parti-
ciones de |a,b] y P C Q (se dice en tal caso que Q es mas fina que P), entonces

S(f,P) <S(f,0) <S(£,0) <S(f,P),

yen consecuencia

S(f,0) —S(f,0) <S(f.P) —S(f,P).
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Demostracion. Basta probarlo en el caso en que Q tiene un elemento mas que P; para el caso general
basta reiterar el razonamiento, afladiendo en cada paso un punto nuevo hasta obtener Q. Ponemos
entonces Q =PU{cl,conP={a=x)<x;1 <x2<...<Xp_1 <X, =b}yQ0=a=xp<...<x3-1 <
¢ <xp <...<Xx,=b.Se trata de probar que S(f,P) <S(f,Q) y S(f,0Q) <S(f,P).

Sean m; los infimos correspondientes a la particion Py sean

oy = inf{f(x) X E [xk_l,c]},
o = inf{f(x) : x € [c,x]}

(ver la figura). Entonces, my, < ay, my < ap. Por lo tanto,

(04}

Xk—1 c Xk

Diferencia entre las sumas inferiores correspondientes a Py O

S(f,0) =S(f,P) = a(c—xx-1) + 0 (xx — €) — my(xx — X—1)
> mk(c—xk_l + Xk —C) —mk(xk _xk—l) =0.

Anéalogamente, sean M; los supremos correspondientes a Py sean f3; = sup{f(x) : x € [xx_1,c|} ¥y
B2 = sup{f(x) : x € [c,xx]}. Entonces, My > Bi, My > Br y

S(f,0) —S(f,P) = Bi(c—xx—1) + Bo(xx — ¢) — My (3 — x¢—1) <O. O

Lema 6.1.6. Sea f una funcion acotada en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Si P'y Q son parti-
ciones cualesquiera de [a,b), entonces

S(f,P) <S(f,Q).

Demostracion. Por el lema 6.1.5, si tomamos PUQ € Z([a,b]) entonces
S(f.P) <S(f,PUQ) <S(f.PUQ) <5(f,0):

la primera desigualdad se da porque P C PUQ, y la tercera porque Q C PUQ. O
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a xi X2 v Xn—1 b

Suma inferior y suma superior para particiones distintas

Teorema 6.1.7. Si f es una funcion acotada en |a,b|, entonces su integral inferior es siempre menor

o0 igual que su integral superior:
b b
[r<]s
Ja_ a

Demostracion. Segtn el lema 6.1.6, si Q es una particion cualquiera de [a, b],

[ r=suis(s.p): P e 2 (b)) <5(7.0)

Por lo tanto,

b . T b
| r<utSr.0:0e 2(abh}= [ r. 0

6.1.3. Existencia de la integral: condicion de Riemann. Integrabilidad de las funciones
monotonas y de las funciones continuas

«Al abordar la integral de Riemann uno se enfrenta a dos cuestiones. Primero, para una funcion
acotada en un intervalo, se encuentra la cuestion de la existencia de la integral. Segundo, cuando se
sabe que existe la integral, surge entonces el problema de evaluarla» (| BARTLE-SHERBERT, pag. 259]).

Para ver si una funcion es integrable, ;es preciso considerar todas las sumas de Darboux y calcular
la integral superior e inferior? Por suerte, en el siguiente teorema vamos a demostrar que no es nece-
sario: basta probar que hay particiones cuyas sumas de Darboux estan suficientemente proximas. Este
resultado servird ademas para deducir que las funciones continuas y las mono6tonas son integrables.

Teorema 6.1.8 (condicion de integrabilidad de Riemann). Una funcion f acotada en |a,b] es inte-
grable en dicho intervalo si'y solo si para cada € > 0 existe una particion P = Py de |a, D] tal que

g(fvp) —S(f,P) <é.

b
Demostracion. Supongamos primero que f es integrable. Como / f es el supremo de las sumas
a

b
inferiores y el infimo de las sumas superiores, para € > 0 resulta que ni / f — €/2 es cota superior
a



6.1. Definicion (de Darboux) de la integral de Riemann 125

b
de las primeras ni / f+€/2 es cota inferior de las segundas, asi que existen dos particiones P, y P
a

tales que
b _ b
| r-e2<s(im), S(P)< [ e

Si P = Py UP; entonces S(f,P1) < S(f,P) y S(f.P) <S(f,P>), luego

b _ b
[ r=en<sup).  Sup)< [ rrep

y por tanto S(f,P) —S(f,P) < &.
Reciprocamente, si esto asi para alguna P entonces

b o b
[ r<sup<sirpres [ fre,

luego 0 §fjf’f—f£f< £,y si esto es asi para todo € > 0 entonces fjbf—fibfzo. O

Definicion 6.1.9. Dada una particion P € & ([a,b]), su norma ||P|| es el mdximo de {x; —x;_; : i =
1,...,n}.

La norma de una particion es la mayor distancia entre dos puntos consecutivos de la misma.
Graficamente, se trata de la anchura méxima de los intervalos parciales [x;_;,x;]; controla la holgura
de la particion, de modo que cuanto menor sea, mas tupida es la particidon, sus puntos estan mas
proximos.

Observacion. Podemos tomar particiones de norma arbitrariamente pequeha: para conseguir que la
norma sea menor que un § > 0 prefijado, basta elegir un n tal que h = h%” < 0 y tomar

P={a,a+h,a+2h,a+3h,...,a+nh=>b}.
Teorema 6.1.10 (integrabilidad de las funciones monoétonas). Toda funcion mondtona en un inter-
valo [a,b] es integrable.

Demostracion. Supongamos que f es una funcion no decreciente en [a,b]. Entonces f esta acotada
(inferiormente por f(a), superiormente por f(b)).
DadaP={a=xp <x; <x3 <...<x,-1 <X, =Db}, lamonotonia dice que, para cada i,

M; = sup{f(x) :x € [xi—1,x]} = f(x:);
m; = inf{f(x) 1 x € [xi_1,xi]} = f(xiz1).

Por lo tanto,

S(f,P)=S(f,P) =" (Mi —m;)(xi —xi1) =

=1 i

<Pl 2(f(xt~) —f(xie1)) = [P (f(B) = f(a))-

(f(xi) = flxiz1)) (i — xiz1)

\ZE
\ZE

1

Ahora, dado € > 0 basta tomar una particion P de modo que ||P||(f(b) — f(a)) < € para probar que
se cumple la condicion de integrabilidad de Riemann (teorema 6.1.8).
Si f es no creciente la demostracion es aniloga. O
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a xi Xy v Xn—1 b

Suma superior y suma inferior para una funcidon mondétona

Notemos que la idea esencial de la demostracion es que, gracias a la monotonia de f, en cada
subintervalo [x;_1,x;] podemos controlar la oscilacion de sus valores (el tamafnio de M; — m;) a través
del tamafio de la norma de la particidén. Esta misma idea es adaptable al caso de que f sea continua,
debido a que f es entonces uniformemente continua.

Teorema 6.1.11 (integrabilidad de las funciones continuas). Toda funcion continua en un intervalo
[a,D] es integrable.

Demostracion. Sea f continua en [a,b]. Notemos que f es acotada por ser continua en el intervalo
cerrado y acotado [a, b], asi que tiene sentido considerar su integrabilidad. Ademas, el teorema 4.2.18
de Heine dice que es uniformemente continua en [a,b]. Dado € > 0, existe por tanto un valor d > 0
tal que |f(x) — f()| < 35, para cualesquiera x, y € [a,b] tales que [x —y| < §.

Sea P una particion tal que ||P|| < 8, P={a=xo <x1 <xp < ... <Xp—1 <X, =b}. SiM; y m;
son los correspondientes supremos e infimos en cada [x;_j,x;], por el teorema 4.2.8 de Weierstrass
podemos elegir r;, s; en dicho intervalo con M; = f(r;) y m; = f(s;). Entonces |r; — s;| < x; —x;—1 < 0,
asi que f(r;) — f(si) < 355,y

R
g
=

|
=
L
T

=

E
=

|
=
L

g(f7P)_§(f7P>:

Il
A
Il
A

M=) = 3 () — ) (=)

I
-
X

E

[

n =
3
™

I

A
S
\
Q

(Xi—xi—l) =

i

Por la condicion de integrabilidad de Riemann (teorema 6.1.8), f es integrable. O

Pero hay funciones integrables que no son mondtonas ni continuas. El siguiente resultado propor-
ciona ejemplos sencillos.

Proposicion 6.1.12. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Si f es integrable en cada intervalo [c,b),
con a < ¢ < b, entonces es integrable en [a,b].
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Demostracion. Sea B > 0 una cota de |f| en [a,b]. Dado € > 0, tomemos ¢ € (a,b) de manera que
c—a < ;5. Como f es integrable en [c,b], en virtud de la condicion de Riemann se puede encontrar
una particion P? del intervalo [c, b] tal que S(f,P?) —S(f,P?) < §. Ahadiendo el punto a a la particion
P?, obtenemos una particiéon P de [a, b] para la que

S(f,P)—S(f,P) =sup f(la,c])- (c—a) +S(f,P?) —inf f([a,c]) - (c —a) = S(f,P))
<B-(c—a)+S(f,P?)+B-(c—a)—S(f,P)

€ £ €
<ZB(C—G)+§<§+§—€,

y en consecuencia f es integrable en [a, b]. O

Ejemplo. La funcion f: [0, 1] — R definida mediante f(0) =1y
1 .
f(x)=sen— si0<x <1
x

es integrable-Riemann en [0, 1]. En efecto, claramente esta acotada y ademas es integrable en cada
intervalo [c, 1], con 0 < ¢ < 1, porque es continua en [c, 1].
Este es un ejemplo interesante de una funcidn integrable que no es continua ni mondtona.

Comentario: discontinuidades de las funciones integrables-Riemann (condicion de in-
tegrabilidad de Lebesgue)

Las funciones continuas son integrables, aunque no todas las funciones integrables son continuas:
valen de ejemplo las funciones mondtonas con discontinuidades. Pero las funciones integrables no
pueden tener demasiadas discontinuidades, segiin demostr6 Lebesgue. Concretamente:

Teorema 6.1.13 (condicion de integrabilidad de Lebesgue). Una funcion f acotada en [a,b] es
integrable si 'y solo si para cada € > 0 se puede encontrar una sucesion (J,) de intervalos tal que:

n
a) lim E |Jk| < €, donde |Jy| es la longitud del intervalo Jy;
=
b) el conjunto de puntos de [a,b] en los que f es discontinua estd contenido en U, J,,.

Cuando se conozca la medida de Lebesgue, se vera que esto significa que el conjunto de puntos de
discontinuidad de f es de medida nula. Los conjuntos finitos quedan dentro de esta categoria; también
los conjuntos numerables, es decir, los conjuntos infinitos que pueden escribirse en forma de sucesion,
como N, Z o Q.

6.1.4. Sumas de Riemann. Definicion de integrabilidad de Riemann: comparacion con
la de Darboux

El control de las oscilaciones de f a través de la norma de la particion que hemos visto para
funciones mondtonas o continuas puede llevarse a cabo para cualquier funcion integrable:

Teorema 6.1.14. Una funcion f acotada en |a,b] es integrable si y solo si para cada € > 0 existe un
0 > 0 tal que toda particion P de |a,b] con norma ||P|| < & cumple que

§(f7P) —S(f,P) <E.
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Demostracion. Supongamos que f es integrable. Fijado € > 0, sea Py € Z([a,b]) tal que

g(fvp()) _§(f7P0) < 57

pongamos que Py tiene n puntos y sea K > 0 tal que |f(x)| < K para todo x € [a, b].
Sea P una particion de [a, b],

P={a=tn<ti <...<ty_1 <ty,=Db}.

y tomemos Q = Py UP. Como maximo, Q tiene n— 2 puntos mas que P, los de Py \ {a,b}. Supongamos
que fuese Q = PU{c}, cont;_; < ¢ <t;. Entonces serfa

S(f,P)—S(f,Q) =M;(tj—tj_1)—ou(c—tj_1) — (tj—c)

donde M;, o y o son los supremos de los valores de f en [tj_1,t}], [tj—1,c] y [c,t;] respectivamente.
Como [M;| <K, |ou| <K, || <Ky0<tj—tj_; <| P, deducimos que

S(f,P)=S(f.0) <K(tj—tj-1) +K(c—1tj1) + K(t;— c) < 2K||P].

Reiterando lo anterior (afiadiendo cada vez un punto hasta obtener Q) es facil ver que en general
tenemos
S(f,P)—S(f,0) <2(n—2)K||P|| < 2nK||P],
y andlogamente se ve que
S(f,0Q) —S(f,P) <2nK|P|.
También tenemos que S(f,Q) —S(f, Q) < &/2, porque Q es més fina que Fy. Por lo tanto,

S(f,P) <S(f,0) +2nK||P|
<S(f,0)+¢€/2+2nK|P|
<S(f,P)+¢€/2+4nK| P||.

Ahora basta tomar § = g5 y si || P|| < 8, entonces S(f,P) —S(f,P) < &.
El reciproco es consecuencia directa de la condicidn de integrabilidad de Riemann (teorema 6.1.8).
O

Definicion 6.1.15. Dada una particion P={a=xo <x; <x3 < ... <Xy—1 < X, = b} y una funcion
f definida en [a,b], para cada eleccion de valores s; € [x;_1,x;] se dice que

n

S =3 flsi)(xi—xio1)
=1
es una suma de Riemann de f asociada a P.
Provisionalmente, decimos que f es N-integrable o integrable segiin la definicion de Riemann
en [a,b] si existe un nimero real R tal que, dado € > 0 arbitrario, se puede encontrar un 6 > 0 de

manera que
| —R| < &

para cualquier suma de Riemann ¥ de f asociada a una particion P de norma ||P|| < 8. Cuando

esto suceda, decimos que R es la N-integral de f en [a,b], y ponemos (provisionalmente) R R / f.
a
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Observacion. Dado que m; < f(s;) < M; para cada i, cualquier suma de Riemann asociada a P de
una funcidn acotada f cumple que

S(f,P) <. <S(f,P).

El resultado siguiente prueba que la integral segiin la definicidén de Darboux y la integral segtin la
definicion de Riemann son iguales.

Teorema 6.1.16. Una funcion acotada en un intervalo [a,b) es integrable segiin la definicion 6.1.15
de Riemann si y solo si es integrable segiin la definicion 6.1.4 de Darboux, y en ese caso las dos
integrales coinciden.

Demostracion. Sea f integrable con la definicion de Darboux y sea € > 0. Por el teorema 6.1.14,
existe & tal que S(f,P) —S(f,P) < & siempre que ||P|| < &; si . es una suma de Riemann asociada
a P entonces S(f,P) <. < S(f,P), y como también S(f,P) < fff < S(f,P) concluimos que la
distancia entre . y | : f es menor que €. Es decir, cualquier suma de Riemann .% asociada a una
particion P € #([a,b]) con ||P|| < § cumple que

’Y—/abf’<e.

b
Por lo tanto, f es integrable en [a,b] seglin la definicion de Riemann, con integral igual a / f-
a
Para probar el reciproco, supongamos que f es integrable segtin la definicion de Riemann en [a, b],
con integral R. Dado € > 0, si § es como en la definicion 6.1.15y P={a=x) < x; <x < ... <
Xn—1 < x, = b}, ||P|| < 8, podemos tomar s; € [x;_1,x;] de manera que f(s;) > M; —€ (1 <i<n).La
correspondiente suma de Riemann .7 verifica simultaneamente

S >S(f,P)—¢e(b—a), .Y —R| < €.

Entonces,

/ f<S(f,P) < +e(b—a)<R+e+eb—a),

De manera analoga se prueba que | f f >R, por lo cual | f f= fjb f =R, f es integrable en el sentido

de Darboux y
b
/ F=R. 0

Corolario 6.1.17. Sea f una funcion integrable en [a,b], (P,) una sucesion de particiones de |a,b]
tal que lim||B,|| = 0. Si para cada n se considera una suma de Riemann ., correspondiente a la
n

y como € es arbitrario,

particion P, y a la funcion f, entonces
b
lim.%, = / f.
n a

1 & k 1
Ejemplo. Para toda funcion f integrable en [0,1], lim— E f <> = / f.
ThiE A\ 0
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6.2. Propiedades basicas de la integral de Riemann

6.2.1. Operaciones con funciones integrables

Empezaremos probando la linealidad de la integral. Para ello nos conviene observar antes lo si-
guiente:

Lema 6.2.1. Sea A un conjunto acotado y no vacio de niimeros reales. Entonces:
a) sup(—A) = —infA; inf(—A) = —supA.
b) Para todo o > 0 se cumple que sup(0tA) = asupA, inf(aA) = o infA.
c) supA—infA =sup{|x—y|:x,y € A}.

Demostracion. a) Siy =infAy x € A resulta que —x < —y, luego —y es cota superior de —A, y por
tanto sup(—A) < —infA. Si s =sup(—A), dado x € A tenemos que —x < s, es decir que —s < x, luego
—s es una cota inferior de A y entonces —sup(—A) < infA, o sea —infA < sup(—A). Ya tenemos que
sup(—A) = —infA, y entonces supA = sup(—(—A)) = —inf(—A), luego inf(—A) = —supA.

b) Si s = supA, dado x € A tenemos que ox < s, luego as es una cota superior de tA; por
tanto sup(aA) < asupA. Por la misma razon tenemos que supA = sup éaA < é sup(@A), y entonces
o supA < sup(aA). Por tanto sup(aA) = asupA. Y de a) se deduce que ainfA = —asup(—A) =
—sup(—aA) = inf(aA).

¢) Recordemos que, dados dos conjuntos acotados A y B, sup(A+ B) = supA + sup B. Notemos
que el conjunto {|x —y|: x,y € A} es la interseccion con [0,+) de {x—y:x,y € A} = A+ (—A),
luego su supremo es igual al de este y, por a), sup(A+ (—A)) = supA+sup(—A) =supA —infA. [

Teorema 6.2.2. Sean f 'y g funciones integrables en [a,b] y sea o un niimero real. Entonces

b b
a) afes integmbley/a ((xf):(x/a f.

b b b
b) f+gesintegrabley/ (f+g)=/ f+/ g

Demostracion. a) Notemos primero que f es acotada, y entonces ¢ f también lo es.
Si o =0 el resultado es inmediato. Si o > 0, para cada particion P de [a,b] se obtiene, usando
la parte b) del lema 6.2.1, que S(etf,P) = aS(f,P) y S(a.f,P) = aS(f,P). Por la misma razon, se

deduce que
b b b
[ar=afr=a]s.
a a a

/:Otfza/abfza/ahf,

b b
luego o f es integrable y / (af) = a/ I

_Para ver que —f es intggrable (a= jl) utilizamos la parte @) del lema: resulta que, para cualquier
P, S(—f,P) = _S(fvP) y§(—f,P) = _S(f7P)’ luego

[en=-[r=-[1r [en=-[r=r
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Por Gltimo, si o es cualquier valor negativo lo reducimos a los casos anteriores: af = —|a|f es

integrable, con integral igual a
b b b
- [alr)=-lal [ r=a [ 1.
a a a

b) Notemos primero que f + g esté acotada, porque f'y g lo estan. Dado A C [a,b], paracadat € A
tenemos que

f(t)+8(1) <sup{f(x):x € A} +sup{g(x) :x € A},
luego
sup{f(¢)+g(t):t € A} <sup{f(t):r€ A} +sup{g(t):t € A}

y analogamente
inf{f(¢t):t € A} +inf{g(r) : 1 € A} <inf{f(r)+g(t):t € A}.

Cuando tomamos como A los subintervalos [x;_1,x;] que define una particion P € F([a,b]), se sigue
que

)+S(g,P),

S(f+¢,P) <S(f
S(f,P)+S(g,P) <S(f +g,P).

(f

Dado € > 0, podemos tomar dos particiones Py y P, tales que S(f,P;) —S(f,P) < €/2y S(g,P>) —
S(g,P>) < €/2.Si P = P, UP,, también S(f,P) —S(f,P) < €/2yS(g,P) —S(g,P) < £/2, y de aqui
se deduce que S(f +g,P) —S(f +g,P) < €. Por la condicion de integrabilidad de Riemann (teore-
ma 6.1.8), f 4 g es integrable. Ademés tenemos que

,P
,P

/abf+/abg—e=/abf—e/2+/abg—s/2<S<f,P)+S<g,P>
<sU+ap < [ (e <8 +eP)

_ _ b b
gS(f,P)+S(g,P)</ f+£/2+/ gte/2

:/abf+/abg+8.

Es decir, para cualquier € > 0 resulta que fff—k ffg —&< fab(f+g) < fabf+ ffg—k €, y entonces
b b b
Jif+e) =l f+ e O

Nota. El teorema 6.2.2 dice que el conjunto % ([a, b]) formado por todas las funciones integrables en
[a, b] es un espacio vectorial, y que la aplicacion Z([a,b]) — R dada por f +— [” f es lineal.

El siguiente resultado expresa la monotonia de la integral con respecto al integrando:

Teorema 6.2.3. Sean f y g funciones integrables en |a, D] tales que

f(x) <g(x) paracadax € [a,b).

/:fé/abg-

Entonces
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Demostracion. Si f < g tenemos que 0 < g — f, y es inmediato comprobar que S(g — f,P) > 0 para
cualquier particion P del intervalo [a,b]. Como ademas g — f es integrable, se deduce que

ogsg—ﬁmglﬂg<ﬂ=é2—Lﬁt O

Nota. En particular, si 4 es integrable en [a,b] y h > 0, entonces

b
/hZO.
a

Aunque no es tan sencillo de demostrar, también se cumple la monotonia estricta: si & es integrable
en [a,b] y h(x) > 0 para todo x € [a,b], entonces | abh > 0. Como consecuencia, si dos funciones f'y
g son integrables y se cumple que f(x) < g(x) en todo x € [a,b], podemos asegurar que |, ab </ f g

Teorema 6.2.4. Si f es integrable en [a,b], entonces |f| es integrable en [a,b] y

([fééﬁﬂ

Demostracion. Como f es integrable, esta acotada. Y por lo tanto, la funcion | f| también esté acotada.
Dada una particion

P={a=xy<xi<x<...<xp1 <x,=b} € P(a,b])

tenemos que

(M; — m;) (x; — xi—1),

Il
\%E

§(f,P)—§(f,P)

s |l
A

S(If1,P) = S(If1,P) (M; —mi) (xi = xi—1),

donde, usando la parte (¢) del lema,

M;—m; = sup{f(t) it e [xi,l,xi]} —fnf{f(t) e [xi,l,xi]} = sup{|f(t) —f(S)| L8t e [x,',l,x,-]}

para cada i. Anadlogamente,

M —mj; = sup{[|f()] = |f ()] : 5,7 € [xi—1,x] }-

Como para caday s la desigualdad triangular inversa dice que 1fO)]=1f (s)] | <|f(t)— f(s)|, resulta
que M! —m| < M; —m; para cada i, y por tanto que S(|f|,P) —S(|f],P) < S(f,P)—S(f,P) para toda
P. Por la condicion de integrabilidad de Riemann resulta que si f integrable también lo es |f].

Ahora, como f < |f] y —f < |f]. por los teoremas 6.2.3 y 6.2.2 tenemos que [ f < [?|f]y
f:(_f) = _fabfﬁff|f|,lueg0

[ rl=ma [r [ b= [0 =

En cierto sentido, este resultado puede verse como una generalizacidon de la desigualdad trian-
gular, cambiando sumas por integrales. Pronto iremos comprobando que es tan Gtil como la propia
desigualdad triangular.
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Corolario 6.2.5. Sean f y g dos funciones integrables en |a,b|. Entonces las funciones max(f,g),
min(f,g) son también integrables en [a,b).

Demostracion. Basta tener en cuenta que

més (£ (x), 80} = 3 [0+ 800 + 170~ 8],

min{ £ () (0)} = 5 [ £() + 800) ~ [7(0) ~ 8. =

Teorema 6.2.6. Sean f y g funciones integrables en |a,b]. Entonces:
a) f? es integrable en [a,b];
b) la funcion producto fg es integrable en |a,b.

Demostracion. a) f esta acotada, asi que existe K > 0 tal que |f(x)| < K para todo x € [a,b]. Entonces
0 < f(x)? < K? para todo x, luego f? también esta acotada. Dado € >0, sea P € (1) tal que S(f,P) —
S(f,P) < i SiP={a=x)<x; <x3<...<x,-1 <x,=Db}, entonces, como en el teorema 6.2.4,
resulta que S(f,P) —S(f,P) = 3, ri(x;i —xi—1 ), donde

ri=sup{|f(t) = f(s)] : 5,0 € [xi1,xi]},

y andlogamente S(f2,P) —S(f?,P) = 3, ri(x; —x;_1), donde

ri=sup{|f2(t) — f*(s)| : 5.t € [xi_1,x]}.

Como para cada s y t tenemos que

20 = ) = 1£@) + £ )] 1F @) = F) < (O + LN = f(s)]
< 2K|f (1) - f(s)],

resulta que r; < 2Kr; para cada i, y por tanto que S(f2,P) —S(f?,P) <2K(S(f,P)—S(f,P)) <&,y
asf vemos que f2 es integrable, por la condicion de integrabilidad de Riemann.

b) Por el apartado a), son integrables tanto f2 como g y (f + g)? (ya que f + g es integrable).
Pero

fe==((f+g*—r—g).

y asi vemos que fg es integrable. 0

| =

Observacion. Los teoremas 6.2.4 y 6.2.6 no admiten reciproco: una funcion f puede ser no integrable
pese a que |f|y f-f = f? silo sean. Como ejemplo podemos tomar, en I = [0, 1], la funcién dada por

f(x)=1sixeQy f(x) = —1six ¢ Q, de forma que f* = |f| = 1.
6.2.2. Integracion en subintervalos

Teorema 6.2.7. Sea f una funcion definida en un intervalo cerrado y acotado |a,b]. Dado ¢ € [a,b],
son equivalentes:

a) f esintegrable en [a,b];

b) f es integrable en [a,c]y en [c,D].



134 Capitulo 6. La integral de Riemann

Ademds, cuando f es integrable en |a,b] se tiene:

) /ff=ff+/fﬁ

Demostracion. b) = a) Como f es integrable en [a,c] y en [c,b], en particular f esta acotada en
[a,c] y en [c,b]: en consecuencia, f estd acotada en [a,b].

Ademas, usando la condicion de Riemann, la integrabilidad de f garantiza que para todo € >0
existen una particion P¢ de [a,c] y una particion P’ de [c, b] tales que

S(f,PS) —S(f,FS) < S(f,PY)—S(f,P)) <

£ i
2’ 2

Considerando ahora la particion P’ de [a,b] obtenida al tomar todos los puntos de P¢ y los de P?, s
sigue directamente aplicando la definicion que

§(f,Pf) :§(f7pg)+§(f,Pf)’ S(fapf) :S(f’Pac)_FS(f,PCb)’

luego

[ r<SUB) =SS < St E) + S s 4 S [Tt [red

/abf</acf+/cbf+e

para cualquier € > 0. De aqui se obtiene que

/ffs[ﬂ/ff

Es decir,

Anéalogamente,

/abfzs(f,Pf)=S(f,P§)+S(f7Pf)>S(f,PC) +S(f,P) - 2_/f—7+/ f_,

/abf>/:f+/cbf—8

para cualquier € > 0. De ah{ se deduce que

/abfz/:m/cbf.

Es decir,

Como fjb f= fib f, resulta

/abfzfabfz/:er/cbf,

lo que nos dice que f es integrable en [a, b], con

/:fz/:f+/cbf.
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a) = b) Si f es integrable en [a, b], para cada € > 0 existird una particion Q° del intervalo [a, b]
tal que

S(f,0%) —S(f,0%) < e.

Sea P’ la particion de [a,b] obtenida al ahadir a Q% el punto ¢ (si es que no figura ya en Q%), y
descompongamos P’ en sendas particiones P¢ y P? de [a,c] y de [c,b], respectivamente. Se tiene

S(f,PS) —S(f. PS)+S(f.PY) —S(f,P?) =S(f,P) —S(f.PY) <S(f,05) —S(f,0}) <&,

y como S(f,P¢) —S(f,PS) y S(f,P?) — S(f,P") son no negativos, cada uno de ellos serd menor o
igual que su suma, por lo que

S(f.P)~S(f.F)<e,  S(f.P)-S(f.F)<e,
y por consiguiente f es integrable en [a,c] y en [c,b]. O

Corolario 6.2.8. Sea f: [a,b] — R acotada, y sean a = co < ¢ < ¢ < ... < ¢, = b. Se cumple que
f es integrable en |a,b] si 'y solo si lo es en [c;—1,c¢;] para cadai=1,...,n,y en tal caso

L3510

Demostracion. Aplicar induccidn sobre n y el teorema 6.2.7. O

El siguiente resultado permite ampliar ligeramente la nocion de integral y dar ejemplos adicionales
de funciones integrables.

Lema 6.2.9. Sean fy g dos funciones definidas en un intervalo cerrado y acotado [a,b] que coinciden
excepto posiblemente en a y b, es decir, tales que

f(x) =g(x) para todo x € (a,b).

Entonces f es integrable en [a,b] si y solo si lo es g. Si son integrables,

e

Demostracion. Basta probar que la funcion i = f — g es una funcion integrable en [a,b] con integral
nula. Ahora bien: 4 se anula en (a,b), por lo que para cada particion P={tfp =a <t; < --- <t,_1 <
tn = b} sera

(h,P) = méax{h(a),0} - (t; —a)+max{h(b),0} - (b—1t,—1) >0,
(h,P) = min{h(a),0} - (t; —a) 4+ min{A(b),0} - (b—1,—1) <O.
Dado € > 0, tomemos B > max{|A(a)|, |h(b)|} y P; de manera que

P
T4 op 1S 9p
Resulta
b € € b € €
h<S(h,P, B— +B— = h>S(h,P —-B——B—=—
[ h<smp)<B+Bo = [hShr)> BB~ e,

luego fjf’h <0 < [Ph. Por lo tanto, fjbh — [’h =0, es decir, & es integrable en [a,b] con integral
nula. B o ]
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Corolario 6.2.10. Sea g una funcion integrable en |a,b|, y sea f una funcion igual a g excepto en un
conjunto finito de puntos de [a,b]. Entonces f es integrable, y f: =/ f g.

Demostracion. Por induccidn sobre el nimero de puntos, con ayuda del lema. O

Definicion 6.2.11. Una funcion f: [a,b] — R se dice continua a trozos si existe una particion a =
fo<t| <th<.. <ty <t,=Dbtalque f es continua en cada intervalo (t;—,t;) y existen y son reales
los limites laterales en cada t;.

Una funcion f: [a,b] — R se dice mondtona a trozos si existe una particion a =ty < t; <ty <
oo <ty <t, =btal que f es mondtona (de cualquier clase) en cada intervalo (t;_1,t;).

Por ejemplo, la funcion de la figura no es continua ni mondtona, pero si continua a trozos y
monotona a trozos.

Funcion continua a trozos y mondtona a trozos

Teorema 6.2.12. Si f es un funcion continua a trozos o una funcion acotada y mondtona a trozos en
[a, D], entonces f es integrable en [a, D).

Demostracion. Si f es continua a trozos y #; son como en la definicidn, para cada i existe una extension
continua (y por tanto integrable) de f ’ (t1.t) al intervalo [f;_1,7;]. Esta extension es integrable en el
intervalo [t;_1,t;], por ser continua, y coincide con f en (#;_1,1;), luego f es integrable en [t;_;,1;], por
el lema 6.2.9. Por el corolario 6.2.8, resulta que f es integrable en [a, b].

Si f es mondtona a trozos y acotada y ¢ son como en la definicion, entonces existen y son reales
los limites laterales en cada ¢;. La demostracion sigue de manera analoga a la de funciones continuas

a trozos. OJ

No obstante, hay funciones que son integrables en un intervalo [a,b] y no son continuas a trozos
ni monotonas a trozos. Un ejemplo es la funcion definida en [0, 1] mediante

1, six=0,
fx) = |

seny, si0<x<I,

que vimos que era integrable en [0, 1].
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6.2.3. Teoremas de la media (o del valor medio) del calculo integral

Teorema 6.2.13. Sea f una funcion integrable en el intervalo cerrado y acotado [a,b] y sean m, M
tales que para todo x € [a,b] se cumpla

m< f(x) <M.

1 b
b_a/a f,

denominado promedio integral de f en [a,b], estd en [m,M], es decir

Entonces el niimero

1 b
m < /fSM.
b—al,

Demostracion. Puesto que m < f < M, por la monotonia de la integral

m(b—a)—/abmg/abfg/abM—M(b—a),

y como b —a > 0, podemos dividir para obtener

1 b
m < /fSM- O
b_a a

Cuando f es continua en [a, b], su promedio integral est en el rango de valores de f:

Corolario 6.2.14 (teorema de la media del calculo integral). Sea f una funcion continua (y por
tanto integrable) en el intervalo cerrado y acotado [a,b]. Existe entonces al menos un punto xy € |a, b]

tal que
1

b_a/abf=f(m)-

Demostracion. Por el teorema 4.2.8 de Weierstrass el conjunto {f(x) : x € [a,b]} tiene minimo y
maximo, a los que llamamos m y M respectivamente. Se cumple asi que

m(b—a):/abmg/abfg/abM:M(b—a).

Es decir,
1 b
m < / f<M.
b—al,
Por el teorema 4.2.10 de Darboux (o de los valores intermedios), existe xo € [a,b] en el que f toma
dicho valorentre my M, y asi f(xo) = ﬁ fab f. O

Ejemplo. Sea 1 < a < b. Para cada x € [a, )],

P MVE VRl 2

2
Tx—vx Jx—1 Va—17 a—1

Por lo tanto,

b
p< L[tV
“b—alas x—/x

dx <1+ (6.2)

2
va-1
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En algunas ocasiones, no es necesario calcular el valor exacto de una integral, sino que basta con
estimaciones aproximadas. Por ejemplo, de (6.2) se deduce que

ra+1
lim SR
a—+o Jq  x—4/X

dx=1.

El corolario 6.2.14 puede mirarse como una lectura inversa del teorema 5.2.7 del valor medio del
calculo diferencial. De hecho, otra demostracion del corolario 6.2.14 consiste en aplicar el teorema
del valor medio a la funcion F : [a,b] — R dada por F(x) = [ f, que es derivable y cuya derivada es
F'(x) = f(x) (segn probaremos en el siguiente apartado).

Teorema 6.2.15. Sea f una funcion integrable en el intervalo cerrado y acotado [a,b), sea g una
funcion no negativa, integrable en el intervalo cerrado y acotado [a,b] y sean m, M tales que para
todo x € [a,b] se cumple

m< f(x) <M.

/abfg—u/abg

(el niimero U es una especie de promedio ponderado de f respecto a la densidad de masa g).

Entonces existe | € [m,M] tal que

Demostracion. Puesto que g > 0, se verifica
mg < fg < Mg.

Todas estas funciones son integrables, luego podemos poner

b b b
m/gé/fgSM/g-
a a a

Si [ ¢ =0, cualquier u € [m, M] cumple la igualdad del enunciado. Si |, f g #0, entonces [”g >0,
y basta tomar como i el cociente entre | f fey | ab g. O

Corolario 6.2.16. Sea f una funcion continua (y por tanto integrable) en el intervalo cerrado y
acotado [a,b] y sea g una funcion no negativa, integrable en |a,b|. Existe entonces al menos un punto

X0 € [a,b] tal que
b b
/a fng(xo)/a g

Demostracion. La funcion f tiene maximo y minimo absolutos sobre [a,b], por el teorema 4.2.8 de
Weierstrass. Si el maximo y el minimo se alcanzan en ¢ y d, respectivamente, podemos aplicar el
teorema 6.2.15 con m = f(c) y M = f(d). Por el teorema 4.2.10 de Darboux, hay al menos un punto
X0 € |a,b] tal que f(xo) = u, donde u es el valor del teorema 6.2.15. O

Proposicion 6.2.17 (segundo teorema de la media del calculo integral). Sean f y g funciones
integrables en un intervalo cerrado y acotado |a,b).

a) Si g >0y es no creciente, existe xy € |a,b] tal que

[ re=sta) [
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b) Si g >0y es no decreciente, existe xo € [a,b] tal que

/abfg—g(b)/x:f-

c) Si g es mondtona, existe xo € [a,b) tal que

/abfg=g(a)/:0f+g(b)/x:f-

Demostracion. Ver [GARAY-CUADRA-ALFARO, pag. 212]. O

6.3. Teoremas fundamentales del calculo integral

6.3.1. Regla de Barrow (primer teorema fundamental del calculo integral)

Teorema 6.3.1 (regla de Barrow). Sea f una funcion integrable en un intervalo [a,b] y supongamos
que existe otra funcion g continua en |a,b|, derivable en (a,b) y tal que g'(x) = f(x) para todo
x € (a,b). Entonces,

b
| 1= -s(a).
a
Demostracion. Sea P una particion cualquiera de [a, b],
P={a=xp<x1<xp<...<Xxp_1] <x,=b}.

Segin el teorema 5.2.7 del valor medio,

donde ¢; € (x;_1,x;) para cada i. Puesto que

iFf(e) 21 € frim,nl} < fler) < suplF(t) 1 € [t}

se deduce que B
S(f,P) < g(b) —gla) <S(f,P).

Como esto es cierto para cualquier particidén P, tomando supremos e infimos resulta que
b )
[r<e®)-s@=[r.
Ja_ a
Pero sabemos que f es integrable, asi que | f f= fjb =1 f f. Por lo tanto,

[ r=s0)-sta) 0
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La regla de Barrow nos dice como calcular la integral de una funcion f integrable entre a 'y b: si g
es continua en [a,b] y es una primitiva de f en (a,b), entonces

x=b
La diferencia g(b) — g(a) suele escribirse como g(x)| . Es decir:
X=a
b x=b
| rwds=g()
a X=a

Ejemplo. La funcion arcsen es continua, luego integrable, en el intervalo [0, 1]. Calculando por partes
una primitiva, encontramos la funcion xarcsenx+ v/1 —x2, continua en [0, 1] y derivable claramente
en el intervalo [0, 1), con derivada arcsenx en ese intervalo; menos claro es lo que sucede en el punto
1, pero segiin el teorema 6.3.1 no necesitamos saberlo para garantizar que

1 b
/ arcsenxdx = |1-arcsenl ++/1— 12} — [O-arcsenO—i—\/ 1 —02} = 57 1.
0

Si aplicamos la regla de Barrow para calcular una integral, puede ser conveniente utilizar los
resultados empleados en el calculo de primitivas, como el teorema de integracion por partes que
acabamos de citar o el teorema de cambio de variable. Ambos tienen su version para integrales. Vemos
primero la de integracion por partes:

Teorema 6.3.2 (integracion por partes). Si u y v son funciones continuas en |a,b| derivables en
(a,b) y sus derivadas u' y V' son integrables en [a,b], entonces

Demostracion. Notemos que u'v 'y uv' son integrables porque lo son u',V' (estas por hipotesis) y
también u y v (porque son continuas). Entonces también es integrable (uv)’ = u'v+uv', y por la regla
de Barrow

b b b
/ uv’+/ u'v :/ (wv)" = u(b)v(b) — u(a)v(a),
a a a
de donde obtenemos la formula del enunciado. O
Observacion. Este resultado no se puede utilizar en el ejemplo anterior; ;por qué?
Ejemplo. Veamos que, para cualesquiera m y n enteros no negativos,

m!n!

!
/0 X1 —x)"dx = CEFTFah

Probémoslo por induccién sobre n. Primero vemos que la férmula es valida para n = 0 y cualquier m,
usando la regla de Barrow:

1 xm+1
/xmdx:
0 m+1

x=1 1 m!0!
=0 m+1  (m+0+1)!
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Ahora, si n € Ny suponemos que la férmula es cierta para n — 1 y cualquier m, integrando por partes
concluimos que lo es para n 'y cualquier m: para ello tomamos u(x) = (1 —x)" y v(x) =x"*! /(m+1),
con lo que

1 1 =1 1
/ X"(1—x)"dx = / u(x)v' (x)dx = u(x)v(x) . —/ u' (x)v(x)dx
0 0 =0 Jo
n Lo -1
— m 1—x)"
po—l /0 X1 —x)" dx,
que por hipdtesis de induccion es
n (m+D)!n-1)! mn!

m+1 (m+1)+(n—D+1)  (mtn+1)l’

Corolario 6.3.3 (formula de Taylor con resto integral). Sea I un intervalo, ¢ un punto de I, f una
funcion definida en I, n € N. Supongamos que f es derivable en I hasta el orden n'y que f™ es
continua en I. Entonces para cada x € I es

f"(e)

F@) = F€) 4 (e T3 (=) bk gy e)'
b ! /x(x )" (1) dr
(n—1)!J¢
Demostracion. Basta integrar por partes reiteradamente
1 * n— n
T / (e— 1)1 F0 (1) dr
(ver [BARTLE-SHERBERT, teor. 6.3.14, pag. 281]). ]

6.3.2. Continuidad y derivabilidad de una integral con extremo de integracion varia-
ble

El teorema 6.3.1 (regla de Barrow) viene a decir que al integrar la derivada de f recuperamos f
(ya que f(x) = f(a)+ [ f'). Para que podamos decir del todo que integrar y derivar son procesos
inversos, la pregunta natural serfa: ;podemos decir que derivando una funcidon dada por la integral de
f recuperamos f? Es tanto como decir: ;podemos expresar una primitiva de f mediante integrales de
f?Larespuesta es afirmativa, como vamos a comprobar.

Convenio. Sia > by f es integrable en [b,a], escribimos

[r=[s

Si a = b, escribimos [” f =0.

Notemos que, con este convenio, la regla de Barrow vale también para integrales | ab fcona>b.
Ademas, la relacion entre las integrales de f y de |f| es en general

/abf\g /ablf!)
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(si @ < b el término de la derecha es | f | f|, como hasta ahora). En cuanto a la monotonia, notemos
que si 0 < f < g son funciones integrables podemos asegurar que

/jf’ﬁ /abg

ya que si a > b esta desigualdad es [, f < [ g. Por ltimo, si las integrales tienen sentido entonces

=y
[r+[ =]

cualquiera que sea el orden entre a,b y c.

)

Teorema 6.3.4 (teorema fundamental del calculo integral (segundo)). Sea f una funcion integrable
en |a,b|. Definamos F : [a,b] — R mediante

X
Flx) = / 7.
a
Entonces:

a) F es continua en [a,b];

b) si f es continua en algiin xy € |a,b], entonces F es derivable en xq y
F'(x0) = f(xo).-

Demostracion. a) La funcion f es integrable, asi que estd acotada; sea K > 0 tal que |f(x)| < K para
todo x € [a,b]. Veamos que para cada x,y € [a,b], |[F(x) —F(y)| < K|x—y|.
Six =y, no hay nada que probar. Si no, podemos suponer que x > y, por ejemplo. Entonces,

/yxf(t)dt

como queriamos probar. Ahora, dado € > 0, tenemos: para cada x,y € [a,b] con |x —y| < €/K, se
cumple que |F(x) — F(y)| < €. Es decir, la funcion F es continua en [a,b] (de hecho hemos probado
que es uniformemente continua).

b) Supongamos que f es continua en algin xy € [a,b]. Se trata de probar que

F@ -l =| [ fod- [ o

S/yxf(t)ldISK!x—y!,

lim F(JCO +h) — F(X())
h—0 h

= f(xo)-

Tanto si 2 > 0 como si h < 0,

Frotn) ko) = [ s ["wa= [T joa,

a X0

luego
F h)—F 1 [Xoth 1 [ro+h | [xo+h
(x0 + })l (xo0) —f(x) = ity f(t)dt—h/xo f(m)dt:h/xo [£ (1) — f(x0)]dt.
Entonces,

1
Al

[0~ flar

X0

— f(x0)

'F()Co—l-h)—F(xO)
h
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Sea € > 0. Como f es continua en xo, existe algin § > 0 tal que |f(¢) — f(x0)| < &, si |t —xp| < 0.
Sea ahora |h| < 8. Si h > 0, entonces

F(xo+h)—F(x 1| [roth 1 proth
(xo+h) — F(xo) o)l =1 / (1) — flxo)]dt| < — edr = ¢;
h ]’l X0 h X0
ysih <O,
F(xo+h)—F(x 1 o0 1o
DI gt = L | [° 0= s < 4 [ ear=e
- xo+h - xo+h
En resumen,
F h)—F
(.X'()+ ) ()C()) _f(xO) S g,
si |h| < 8. Hemos probado que, en efecto,
. F(xo+h)—F(x) i
pm h = fw). -

Realmente, se cumple un resultado mas general:

Teorema 6.3.5. Sea f una funcion definida en un intervalo no trivial I cualquiera, que sea integrable
en cualquier intervalo cerrado y acotado contenido en 1. Fijado un punto a € I, definamos F : I — R
mediante

X
Flx) = / 7.
a
Entonces:

a) F estd bien definida y es continua en todo I;

b) en cada punto xy € I donde f sea continua, F es derivable y
F'(x0) = f(x0).

Demostracion. Para puntos a la derecha de a, basta aplicar el teorema 6.3.4 a la funcion

F(x):/axf, X € |a,b],

para algin b € I, b > a. Y para los puntos a la izquierda de a, basta considerar la funcion

G(x):/ f, x € [b,q],
b
para algin b € I, b < a y tener en cuenta que F(x) = G(x) — G(a). O

Corolario 6.3.6. Toda funcion f continua en un intervalo no trivial I cualquiera admite una primitiva
en dicho intervalo.

Demostracion. Basta observar que, por ser continua, f es integrable en cada intervalo cerrado y aco-
tado contenido en /, y si fijamos un punto a € I y consideramos la funcion F : I — R dada por

o= [ 1.

por el teorema 6.3.5 resulta que F' = fen . O
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Aplicacion. Podemos construir la funcion logaritmica como la primitiva de la funcion 1/x que se
anula para x = 1 (ver Apéndice).

Corolario 6.3.7. Sea f una funcion definida en un intervalo no trivial I cualquiera, integrable en
cualquier intervalo cerrado y acotado contenido en 1y sea &: J — I derivable en xo € J. Dado a € I,
sea G: J — R la funcion dada por
(x)
G(x) = / 7.
a

Si f es continua en a(xy), entonces G es derivable en xy, con
GI(XO) = OC/(Xo)f(OC(XQ)).

X
Demostracion. Si definimos F en J como F(x) = / f,x€J,entonces G = F o,y por la regla de

la cadena (teorema 5.1.5) y el teorema fundamental lcllel célculo integral (teorema 6.3.4), resulta que

GI(X()) = OC/(XO)F/(OZ(Xo)) = (X’(Xo)f(OC()C())). O

2x
Ejemplo. Sea F: [0,+) — R dada por F(x) = / e~ dt. Nos proponemos hallar sus extremos
X

relativos y absolutos y sus puntos de inflexion.

No podemos expresar una primitiva de e * como combinacion de funciones elementales, y en-
tonces no podemos aplicar la regla de Barrow (teorema 6.3.1) para calcular la integral y obtener otra
expresion de F. Pero si que podemos obtener una expresion manejable de la derivada de F, gracias
al teorema fundamental del célculo integral (teorema 6.3.4) y al corolario 6.3.7, que podemos aplicar
porque e~ es continua y 2x es derivable.

2x X
Como F(x) = / e dt — / et dt, resulta que para cualquier x > 0,
0 0

t

F/(X) — 2ef4x2 . Efx2 _ efx2 (2ef3x2 . l) — efxz (elog273x2 o 1)
Vemos que F’ tiene el mismo signo que log2 — 3x?, luego es positiva en [0,+/(log2)/3) y negativa
en (1/(log2)/3,+). Por tanto F es creciente en [0,/ (log2)/3] y decreciente en [/ (log2)/3,+x),
y alcanza su maximo absoluto en /(log2)/3. Su minimo absoluto lo tiene en 0, ya que F(0) =0y,
para cualquier x > 0, F(x) es positiva por ser la integral de una funcion positiva en el intervalo no
trivial [x, 2x].
De la expresion de F’ obtenemos que

1
F'(x) = 16xe*4"2(§e3’62 —-1)= 16xe (e3x2*3l°g2 —1),

de donde su signo es el de x> —log2, y deducimos que F es concava en [0,/log2] y convexa en
[v/1og2,+). Tenemos un Gnico punto de inflexion en /log?2.

Es facil ver, ademas, que el limite de " en +oo es 0. Basta acotar el valor de F usando la monotonia
de la integral: como e~ es decreciente en [0,+0), para todo 7 en el intervalo [x,2x] se cumple que
e’ <e 7, y entonces

2x 2 2x 2 2
F(x) :/ e dt < / e dt =xe".
X X

Por la regla de L’Hospital 5.3.8 vemos que lfT % =0, luego también 1im F(x) =0. O
X—+% o

x——+4o
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Teorema 6.3.8 (cambio de variable). Sea u una funcion derivable en un intervalo abierto J tal que
u' es continua y sea I un intervalo abierto tal que u(J) C I. Si f es continua en I, entonces fou es

continua en J y
b u(b)
/ Flu())d (x)dx = / o SO (6.3)

para cualesquiera a,b € J.

Demostracion. Sea F una primitiva de f en I. Entonces (F ou)' = (fou)u’, y como fy (fou)u' son
integrables en intervalos cerrados y acotados (porque son continuas), por la regla de Barrow resulta
que

u(b) )
./u(u) f=Fub))—F(u(a)) = (Fou)(b) - (Fou)(a) :/u (fou). O

V3
Ejemplo. Calculemos el valor de / 5 V4 —x2dx.
-3

Ponemos

[ i [ o it [ -G s

(hacemos el cambio de variable t = x/2 segtin la formula (6.3), de izquierda a derecha)
V3 /2
= / 1 —12dt

(ahora hacemos el cambio de variable r = seny segiin la formula (6.3), de derecha a izquierda)

/3 /3 m/3
:/ 4 l—senzycosydy:/ 4|cosy|cosydy:/ 4cos’ydy
—/3 -7/3 —n/3

/3 =r/3 4
:/ 2(1+cosZy)dy:(2y+sen2y)’ =TV
—77;/3 yzfﬂ,'/3 3

Ejemplo (integrales de funciones pares e impares). Si f es par e integrable en [—a,a], entonces

[reafr

Esto se puede demostrar a partir de la definicion de integral o mediante la condicion de integrabilidad
de Riemann (teorema 6.1.8). El significado geométrico es claro, dado que la grafica de f es simétrica
respecto de x = 0.

En el caso particular de que f sea continua, esta propiedad se puede demostrar de manera mas
sencilla con un cambio de variable, ya que [ f = ff)a fHLry

0 dxt__x/f dt/f dt/f

a
Anilogamente, si f es impar entonces f=0.
—a
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6.4. Apéndice: construccion de las funciones logaritmica y exponencial

Ya hemos usado las propiedades de la funcion logaritmica en ejemplos y ejercicios. Ahora dispo-
nemos de las herramientas necesarias para poder construirla, probando con todo rigor su existencia y
sus propiedades basicas.

Recordemos que las potencias de exponente racional se definen en Rt = (0, +) de la siguiente
manera: X" =x-x---x (nveces) sin €N, y x!/" es 1a funcion inversa. Dado m otro nimero natural,
XM = (x!/mymy por ltimo X0 = 1y x~* = 1/x“.

Resulta que la derivada de la funcion dada por x* es ax*~!, de manera que una primitiva de x*
en R" es ﬁx““, pero esto solo vale si a # —1. Como x~! = 1/x es continua en R*, podemos usar
el teorema fundamental del calculo integral (teorema 6.3.4) para definir una primitiva en este caso
(a = —1), la dada por [(1/r)dt, cualquiera que sea ¢ > 0. Elegimos ¢ = 1, y la funcion que resulta
cumple todos los requisitos que buscamos para el logaritmo neperiano.

Proposicion 6.4.1. La funcion L : (0,+%) — R dada por

* 1
Lix)= [ —dt
1t

estd bien definida, es estrictamente creciente (luego inyectiva) y suprayectiva. Es asimismo derivable
en todos los puntos de su dominio y para cada x € (0,+©)

en particular, es concava en su dominio.

L(x) es el area de la figura

Demostracion. La funcion f : (0,+) — R dada por f(¢) = 1 es continua, luego L esté bien definida,
es derivable en cada x € (0,+) y su derivada es la funcion L' (x) = f(x) = 1.

Puesto que L' = f es estrictamente positiva, L es estrictamente creciente. Como es continua (por-
que es derivable), su imagen L((O, +00)) es un intervalo, y para ver que este intervalo es todo R bastara
probar que la funcidon L no esta acotada superior ni inferiormente.

Ahora bien: dados a > 0y n € N, el cambio de variable ¢ = #" permite escribir

a' 1 a pn—1 a ]
L(a”):/ fdt:/ nun du:n/ ;du:nL(a).
1 1 1

t u

Tomando a > 1, como L(a) > L(1) = 0, se deduce que L no esta acotada superiormente; tomando
0<a<1,como L(a) < L(1) =0, se deduce que L no esté acotada inferiormente. O
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Con esta informacion es suficiente para comprobar que su grafica tiene la forma que ya conocemos
(complétese el estudio de la funcion de la manera habitual). En cuanto a la propiedad esencial del
logaritmo de transformar productos en sumas, tenemos:

Proposicion 6.4.2. Para cualesquiera x,y € (0,+), la funcion L cumple L(xy) = L(x) + L(y).

Demostracion. Utilizando el cambio de variable r = u/x,

| * 1 1 Y x du Y du
L(xy)—L(x):/l Sar— | ;dt:/x ;dt:/ x du /17:L(y). O

1 u x

Observacion. También puede darse otra demostracion usando solo el valor de la derivada: fijado
arbitrariamente y > 0, sea f; la funcion dada por f,(x) = L(xy). Entonces

1 1

L) =y-L'(xy)=y- ooox =L'(x)

para todo x, luego f,(x) = L(x) 4+ C, para cierta constante C, en todo x > 0. Si tomamos x = 1 vemos
que C = L(y).

Observacion. La sucesion (1 + %)” es convergente, y denotando su limite por e, resulta L(e) = 1. En

efecto:
L [<1+1>n] :nL<1+l> _ L4 L0 —L'(1)= % =1;

n n 1/n

la funcidn inversa de L es continua, porque L es estrictamente creciente y continua, asi que la sucesion

(1+%)n tiene limite y
1\" 1\"
(1+> —L_ILKH—) }—>L‘1(1).
n n

Es facil, igualmente, obtener las equivalencias conocidas y el desarrollo de Taylor-Maclaurin para
L(1+x). Lo dejamos como ejercicio para el lector.

Por @ltimo, la funcion inversa L~' : R — (0, +), tiene todas las propiedades admitidas para la
funcidn e*, de modo que tenemos aqui una manera de introducir rigurosamente la funcion exponencial.

Definicion 6.4.3. Se llama funcion exponencial a la funcion exp : R — R definida por exp(x) =
L~ (x).

Asi pues, exp(x) =y siy solo si L(y) = x; en particular, exp(0) = 1 y exp(1) = e. Suele escribirse
e en lugar de exp(x).

Proposicion 6.4.4.  a) Lafuncion exponencial es derivable (indefinidamente) y su derivada es ella
misma: para cada x € R, exp’(x) = exp(x).

b) & =1.
1 _ .

c¢) Paracadax € R, — = ey, en particular, e* # 0.
e

d) Dadosx,y €R, e =¢*-¢".

e) Dadosn € Nyx € R, ™ es el producto de n factores iguales a €*: e™ = ¢" e,
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f) Para cada x € R, ¢* > 0.
g) La funcion exponencial es estrictamente creciente y convexa. En particular, es inyectiva.

h) Se tiene
lim e = +oo, lim ¢ =0.

X—400 X——®

En consecuencia, el conjunto imagen de la funcion exponencial es (0,+©).

Demostracion.  a) Como L es derivable e inyectiva en el intervalo (0,+), su inversa exp es deri-
vable, seglin el teorema 5.1.7 de derivacion de la funcion inversa. Ademas,
1

! ! = exXp(x X
exp' (x) o p(x), €R.

T L'(exp(x))  1/exp(x
Es decir, la derivada de la funcion exp es ella misma, luego resulta indefinidamente derivable
(igual a todas sus derivadas sucesivas).

b) Obvio.
c) Sea f:x € R — f(x) = e“e* € R. Derivando de acuerdo con a),
f(x)=ee*—e'e ™ =0,
luego f toma constantemente el valor f(0) = 1.
d) Fijadoy,sea f:xeR — f(x) = % € R. Teniendo en cuenta a),

XY L o¥ oYL eF
/ e
= — 0
f ('x) (ex)2 )

luego f toma constantemente el valor f(0) = €.
e) Se prueba por induccidn sobre n utilizando d).
f) &= (e"/z)2 >0ye* #0.

g) La derivada primera y la derivada segunda de la funcidn exponencial (que son iguales a la
funcidn exponencial) son estrictamente positivas.

h) Puesto que la funcion exponencial es estrictamente creciente,
e=e > = 1,

luego lime" = +o. De nuevo por la monotonf{a de la funcion exponencial, esto basta para probar
n

que
lim ¢ = 4.
x——+to
Finalmente,
_ 1
lim ¢*= lim ¢ Y= lim — =0.
X—— y——+00 y—+00 @Y

Del teorema 4.2.10 de Darboux (o de los valores intermedios) se sigue que el conjunto imagen
de la funcion exponencial es todo el intervalo (0, 4). O

En esta demostracion se observa que todas las propiedades basicas de la funcidén exponencial se
deducen realmente de a) y b), que en este sentido pueden ser consideradas sus propiedades fundamen-
tales.
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6.5. Apéndice: calculo de areas, longitudes y volimenes

Aunque no vamos a definir con rigor qué es una curva plana, a menudo viene dada como la grafica
de una funcidon f : I — R, donde [ es un intervalo y se pide que f sea continua, o continua a trozos,
o derivable. . . Esta forma de representar una curva plana se llama explicita. Por ejemplo, la grafica de
la funcién y = x? es una parabola. También pueden venir definidas en forma paramétrica, es decir,
como puntos de la forma (x(¢),y(¢)), donde x : I — R, y : I — R son dos funciones e / es un intervalo.
Por ejemplo, la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio 1 se puede expresar en
forma paramétrica como

X =Ccosf, y=sent,
t €[0,27]

Otra manera de describir una curva plana es en coordenadas polares: si representamos por p el radio
y por 6 un argumento de un punto del plano, los puntos que cumplen p = 1 son la circunferencia con
centro en el origen de coordenadas y radio 1. La ecuacion p = 0 es la de una espiral. En general, una
curva en coordenadas polares es una relacion p = ¢(6).

Una curva en forma explicita (y = f(x)) se puede expresar siempre en forma paramétrica: x =z,
y = f(t). Una curva en forma polar (p = ¢(6)) también se puede expresar siempre en forma para-
métrica: x = @(0)cos O, y = ¢(0)sen 6. En cambio, no toda curva en forma paramétrica se puede
expresar en forma explicita ni en forma polar. Y no toda curva en forma explicita se puede poner en
forma polar ni viceversa.

A continuacidn recogemos, sin demostracion, diversas formulas que permiten calcular la longitud
de una curva plana y el area de una superficie o el volumen de un cuerpo asociados a curvas planas.
En cada caso se supone que las funciones que aparecen son continuas a trozos, o derivables a trozos,
seglin haga falta para que las integrales estén bien definidas.

Area de una figura plana

Q

El 4rea de la figura es fabf(x) dx, El 4rea de la figura es fab |f(x)|dx
si f(x) > 0 para todo x € [a, b]
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><\ Y,

I

b

El 4rea de la figura es j |f(x) x)|dx

(xt0).¥(10)) = (x(1),¥(1)) //\

El 4rea de la figura es ftf)l y(0)X' (1) dt|, El 4rea de la figura es %ff p(0)*de

si la curva es cerrada
(x(t1),¥(t1)) W
I (x(10). (10))

La longitud de la curva es [ \/1+ f7(x)2dx La longitud de la curva es ftf)l VX ()2 4y (1) dt

¢

Longitud de una curva plana
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El area de la figura es fol? Vp(0)2+p'(6)2d6

Volumen de un cuerpo de revolucion

+ / 1 /
] SN ;,

El volumen del cuerpo generado al girar la figura El volumen del cuerpo generado al girar la figura
alrededor del eje x es [” 7wf (x)2 dx alrededor del eje x es [ 2mx|f(x)|dx, si a,b > 0
p=p(0)

f}
0 D\ e G
El volumen del cuerpo generado al girar la figura El volumen del cuerpo generado al girar la figura
alrededor del eje x es | [, my(1)2x' (1)1, alrededor del eje x es [ 2Zp(6)? sen 646,

si y(t) > 0 para todo ¢ € [to,1] si0sa<ps<n

Volumen de un cuerpo de secciones conocidas
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area S(x)

El volumen de la figura es [ : S(x)dx, donde S(x) es
el area de la seccidn perpendicular al eje en x

Area de una superficie de revolucion

y=f(x)
A C (x(t1),¥(11))

Y :

El area de la superficie generada al girar la curva El area de la superficie generada al girar la curva
: b
alrededor del eje x es [, 7f(x)*dx alrededor del eje x es ‘ Jul ey (1) (1) dt‘,
si y(t) > 0 para todo 7 € [tg, 1]

r\ p=p(0)
B

/'

—G
El area de la superficie generada al girar la curva alrededor
del eje x es ff Zp(0)°senBd0,si0<a<f <z
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6.6. Apéndice: calculo de primitivas

6.6.1. Meétodos basicos de integracion

Integracion por partes: si fy g son dos funciones derivables,

[ 108 W dx = fx)g) — [ (gl

Cambio de variable: Si [ f(r)dt =F(t),estoes, F'(t) = f(t), y ¢ es una funcion derivable, enton-
ces [ f(@(x))@'(x)dx = F(@(x)). Abreviadamente,

[ 0@ x)dx= [ fleydt=F () = F(p(x).

En el primer paso “se hace el cambio de variable 1 = @(x), dr = ¢@'(x)dx”; en el @ltimo paso “se
deshace el cambio t = ¢(x)”.

6.6.2. Integrales elementales

(x+a)r+1

S +C,sir#—1

a) /(x—l—a)’dx:
d

b) /—x:log\x—FaH—C
x+a

) /exdx:ex—i—C

d) /cosxdx:senx—i-C

e) /senxdx:—cosx+C

f) /coshxdx =senhx+C

g) /senhxdx =coshx+C

dx
h = [(1+tg®x)dx =tgx+C
)/Cos2x /( Flgx)dr=igx+

dx
— —ctgx+C
) /sean ctgx+

) 1 x+a 1 x+a .
i) /(x+a)2+b2:barCtgb —i—C:—Zarcctg—b +D,sib#0
k)/ x+a = log|(x+a)?+b|+C
x+a 1/(1—n) .
—dx = C 1
)/ [(x+a)? ! [(x—l—a)Z—i-b]”—l+ sin
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dx
m) /—:10 x+a+\/x+a2+b’+C
V(x+a)>+b £ (x+a)

' dx x+a xX+a
n) /— = arcsen —— + C = —arccos
Vb*— (x+a)? b

d
1) /xzixl =arctgx+C = —arcctgx+ D (es un caso particular de j))

+D,sib>0

= argsenhx +C = log(x+ V/x?+ 1) +C (es un caso particular de m))

/m

p) / e = argcoshx+C = log ‘x+ VX2 — 1‘ + C (es un caso particular de m))

=arcsenx+C = —arccosx+ D (es un caso particular de n))

e
d V1—x2
6.6.3. Integracion de algunos tipos de funciones

Funciones integrables por partes: [ f(x)g(x)dx, donde f(x) es un polinomio y g(x) es una de
las funciones siguientes: e**, senax, cosax, arcsenax, arctgax, logx, (x+a)" ...; o bien f(x) es una
funcion seno o coseno y g(x) es una funcion exponencial. Se puede intentar el método de integracion
por partes.

Funciones racionales (cocientes de polinomios):
dx .
a) I, = /(1—1—2)”’ donde n € N. Se resuelve de forma recurrente: /; = arctgx+C; sin > 2,
X

1 X +2n73
2n—2 (1+4+x2)»-1  2n-2

In = ‘In—l

donde a> —4b < 0y n € N. Se reduce al caso anterior haciendo cuadrados y

x
b) / (x2+ax+b)"’

el cambio de variable y = ———x+ 5

dx a1, dy
/27,1:([’_*)2 /72n
(x> +ax+b) 4 (14+y?)

Mx+N
c) / 5 Xt dx, donde a®> —4b < 0y n € N. Se reduce a una integral inmediata y otra del
(x

+ax+b)"
tipo anterior:
Mx+N 2x+a aM dx
[ e B
(x*+ax+b)" 2 ) (X+ax+b)" 2 (¥ +ax+b)"

P
d) / Q((x)) dx, donde Py Q son polinomios cualesquiera. Se reduce a integrales inmediatas y de
X

los tipos anteriores, descomponiendo en fracciones simples: una suma de un polinomio y

(
O(x)
. . . Mx+N A
una o varias funciones racionales de las formas ,
(X2 +ax+b)" " (x+c)™
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Funciones trigonométricas:

a) [ R(senx)cosxdx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una funcion
racional con el cambio ¢ = senux.

b) [R(cosx)senxdx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una funcion
racional con el cambio ¢ = cos.x.

¢) [ R(tgx)dx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una funcion racional
con el cambio ¢ = tgx.

d) [R(senx,cosx)dx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una funcion

acional 1 cambio ¢ txd 2d1 S - 2
racional con el cambiof =tg -, dx = ——,cosx = ——,senx = ——.
£2 1+ 1+ 1412
e) Los productos de funciones trigonométricas se transforman en sumas, mediante las formulas
siguientes:
2senasenb = cos(a —b) —cos(a+b)
2cosacosb = cos(a—b) +cos(a+b)
2senacosh = sen(a —b) +sen(a+b)
1 2 1 —cos2
En particular: cosla = w; sen?q = #

Algunas funciones irracionales:

a) / R(x,xm/ nox %) dx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una funcion

racional mediante el cambio x = t¥, donde k es un comiin miltiplo de los denominadores 7, . ..., s.

b 1/n
b) / R ( <ax+ > ) dx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una

., . . oax—+b "
funcidn racional con el cambio ="
cx+d

. Sia=0es inmediata. Y si a # 0 también, ya que

dx
) /\/ax2+bx+c
/ dx _/ dx
vax?+bx+c \/ b e
a(x+

“\2 _Z
)+c 1a

d) / S ) B dx, donde P es un polinomio. Se hallan una constante K y un polinomio Q de
vax?+bx+c

grado menor que P, tales que

dx
/ \/ax2+bx+c+l(/ )
\/ax2+bx+c vax?+bx+c
dx . 1 )
e) / . Se hace el cambio x —u = — y se reduce a una de las anteriores.
(x—u)™Vax>+bx+c t



156 Capitulo 6. La integral de Riemann

f) / R(x,\/a? — (x+b)?)dx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una

funcion de tipo trigonométrico mediante uno de los dos cambios x+ b = acos?, x + b = asent.

2) / R(x,1/(x+D) —az)dx donde R es una funcidn racional. Se reduce a la integral de una
funcion de tipo trigonométrico mediante uno de los dos cambios x+ b = %, x+b= seaint'

h) / R(x x—}—b) )dx, donde R es una funcion racional. Se reduce a la integral de una
funcion de tipo trigonométrico mediante uno de los dos cambios x+b = atgt, x+b = tgit'

i) / R(x,\/ ax*+bx+ c) dx, donde R es una funcion racional. O bien se expresa como uno de los

tres t1pos anteriores, o bien se reduce a la integral de una funcion racional mediante un cambio
de variable de Euler:

o Vax’+bx+c=t+tx\/a,sia>0;
o Vax?+bx+c=tx+/c,sic>0;
o Vax2+bx+c=t(x—u),siau*+bu+c=0.

j) [ X (a+bx*)Pdx, donde r, s y p son nimeros racionales. Solo se integran en los siguientes
Casos:

e Sip €N, se desarrolla (a+ bx*)? y es inmediata.
e Si p es un entero negativo, se hace el cambio x = ¥, donde k es un denominador comin

de las fracciones r y s.

1
o Si It € Z, se hace el cambio a + bx® = t*, donde k es el denominador de la fraccion p.

. r
e Si
S,
fraccion p.

+ p € Z, se hace el cambio a + bx* = x*t*, donde k es el denominador de la

6.7. Ejercicios

Ejercicio 6.1. Calcular las primitivas de las siguientes funciones:

1+ /x)3 arcsenx)? 1
x V1 —x2 X —x2
3
3 sen” x 1
4) 4cos’x—3cosxsenx 5) Joosx 6) o Lo
1 1
7 V1 —x3 8) ———— 9 —FF
) * ) x(x"+1) ) senx -+ cosx
10) arctgx 11) cosxlog(l+cosx) 12) log*x
13) cos2x 14) xarcsenx 15) xtelx

et V1—x2
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16)

19)

22)

25)

28)

31)

34)

37)

xe*

(1+x)?

X

x*+ (a+b)x*+ab

1
Al
(1+v%)?

24+/x

1

x(V1+x-2)
x+v/x+1
x—+vx+1

sec3x

2

V2x —x2

17)

20)

23)

26)

29)

32)

35)

38)

x?—3x+43
X2 —3x+2
3x+5
(x2 +2x+2)?
1
xvVxt—1
1+x
14/

3323 -7
Va+1+2
(x+1)2=vx+1
1
(a+bcosx)senx

x> —3x+7

V2x2+4x+5

18)

21)

24)

27)

30)

33)

36)

39)

1

(x? —4x+3)(x2 +4x+5)
1
¥ +x241
N
x4
1
x/2x+1
3

1\/m

x+1Vx—1
1

24 3tgx

2

32 —x+1

Ejercicio 6.2. Calcular los limites siguientes mediante integrales definidas:

1
a) lim—
non

. n n
®) 11’1111 <n2+ 12 +

( X 2x nx)
COS— +COS— +---+COS —
n n

n

1 2
¢) lim + + -
' <\/n4+1 Vn*42*
1k 2k k
d) lim— = s )

n

k1 ’

n
n2—|—22+m+n2+n2>

n
+7
\/n4+n4>

Ejercicio 6.3. Sea f continua en [0,a]. Comprobar que

y calcular, paran =1y n =3,

/Oaf(x)dx:/ fla—x)dx

a
0

T xsen"x
———dx.
0o 1+4cos*x

Ejercicio 6.4. Calcular las integrales definidas siguientes:

V3 4. /x2—4
N
a) /\/§ 4 —x*dx b)/2 a dx

1 11 1
d) / x—2dx e / log(1+%) .
0 0

(1+x)?

senx

/2
——d
) /o 3 +senx o

/2

cosx — cos3 xdx

—/2

157
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Ejercicio 6.5. Probar que las siguientes funciones son derivables y hallar sus derivadas:

3

a) F(x) :/x sen’ ¢ dt

b
b) F(x) :/ f(x+1)dt, con f continua
c) F(x)= /xxf(t)dt, con f continua

0

(%)
d) F(x)= / h(t)dt, con h continua y f y g derivables
*)

Ejercicio 6.6. Demostrar que si f es continua, / fu)(x—u) / ( / f dt)

X ol 1

/ S

Ejercicio 6.7. Hallar el siguiente limite: lim ~*———— sen’
x—0+ logx

n—1

/2 /2
Ejercicio 6.8. Demostrar que / sen" xdx = / sen" 2 xdx, para cada n > 2. Probar que
Jo 0

n
para cada n > 1 se tiene:

a)/ nel 246,20
T 3.5.7...(2n+1)

1-3-5...(2n—1)
2-4-6...2n

/2
b) / sen” xdx = T
0 2

Ejercicio 6.9. Hallar el area de la figura limitada por la parabola y = —x? — 2x + 3, su tangente en el
punto (2,—5) y el eje y.

Ejercicio 6.10. Calcular el 4rea de la figura limitada por la curva y* = x(x — 1)2.

Ejercicio 6.11. La corona circular centrada en el origen y de radio interior /2 y radio exterior /6 se
corta con la parabola de ecuacion x = y*. Hallar el area de una de las dos superficies que se forman.

Ejercicio 6.12. Hallar el valor del parametro A para el que la curva y = A cosx divide en dos partes
de igual area la region limitada por el eje x, la curva y = senx y la recta x = 7/2.

Ejercicio 6.13. Hallar la longitud del arco que la recta x = 4/3 corta en la curva y*> = x°.
Ejercicio 6.14. Calcular la longitud del arco de la curva y = logcosx entre los puntos de abscisas
x=0,x=m/4

1
Ejercicio 6.15. Hallar la longitud del arco de la curva x = Zyz —3 logy entre los puntos y=1ey=2.

Ejercicio 6.16. Hallar la longitud de la astroide x2/3 4+ y*/3 = ¢2/3, donde a > 0.

3

Ejercicio 6.17. Hallar el volumen del solido obtenido al girar la curva a’y? = ax® — x* alrededor del

eje x (a > 0).
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Ejercicio 6.18. Calcular el volumen del solido engendrado al girar alrededor del eje x la figura limi-

X
tada por y = acosh — y las rectas x = ¢, x = —c (a,c > 0).
a

Ejercicio 6.19. La figura limitada por la sinusoide y = senx (0 < x < 7/2), el eje de ordenadas y la
recta y = 1 gira alrededor del eje y. Calcular el volumen del solido de revolucidn asi engendrado.

Ejercicio 6.20. Hallar el area del elipsoide formado al girar alrededor del eje x la elipse de ecuacion
2 2

Xy

;+ﬁ:1(“>b>0)-

Ejercicio 6.21. Hallar el 4rea de la superficie generada al girar alrededor del eje y la porcion de la

curva y = x*/2 cortada por la recta y = 3/2.

Ejercicio 6.22. Hallar el area de la superficie generada al girar alrededor del eje x la porcidon de la
curva y> = 4 4 x cortada por la recta x = 2.



