Integral indefinida
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INTRODUCCION

El céalculo de integrales indefinidas es una préctica constante no solo en
asignaturas de Matematicas que debe cursar un alumno de Ingenieria sino
que, ademas, aparece frecuentemente en el estudio de otras materias,
generales como la Fisica, 0 méas especificas como cualquier Tecnologia.

Asi, por ejemplo, es imposible manejar la Integracion Multiple o la
resolucion de Ecuaciones diferenciales ordinarias sin un amplio bagaje en

la determinacion de primitivas. Asimismo, son variados los problemas
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como determinacion de Centros de Gravedad o Momentos de inercia,
Trabajo realizado por una fuerza, etc..., donde es imprescindible la
utilizacion del célculo integral.

Definiremos el concepto de funcion primitiva, resaltando la
circunstancia de la existencia de infinitas primitivas de una funcién dada
que se diferencian en una constante. Aprovechando las reglas de
derivacion construiremos un cuadro de integrales inmediatas para su
utilizacion por el alumno.

Destacaremos que, ni mucho menos, todas las funciones admiten
primitivas expresables mediante funciones elementales. Intentaremos
crear una metodologia en la determinacion de estas primitivas dando los
pasos a seguir para cada uno de los tipos méas frecuentes de integracion
que se nos pueda presentar.

Asi, comentaremos los casos mas usuales en la aplicacion de la
integracién por partes como producto de polinomios por exponenciales,
exponenciales por trigonométricas, polinomios por logaritmos,...,etc.
Dado que las integrales racionales son muy metddicas en su resolucion
bastaria un ejercicio de cada tipo para que el alumno adquiera el
conocimiento necesario. Las integrales irracionales y las trascendentes se
resuelven en los casos generales transformandolas en racionales. De
todas formas, comentaremos algunos casos particulares en que no es
necesaria esta racionalizacion, dando el método mas apropiado para su
calculo. Haremos notar al alumno que, en general, las integrales
indefinidas no se resuelven mediante “ideas felices”, sino aplicando esos
métodos ya estudiados que nos permiten hacerlo por la via mas segura y,

casi siempre, mas rapida.
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OBJETIVOS DEL CAPITULO

- Repasar el concepto de funcion primitiva y el cuadro de integrales
inmediatas, completandolo con las funciones hiperbdlicas y sus inversas.
- Destacar al alumno el concepto de integracion como funcion inversa
de la diferenciacion.

- Conocer los métodos generales de integracién adquiriendo cierta
metodologia en la determinacion de primitivas de funciones elementales.
-Aprovechar las operaciones necesarias en la determinacion de
primitivas para reforzar en el alumno conocimientos de matematicas

elementales como trigonometria u operaciones con logaritmos.

13.1. FUNCION PRIMITIVA. INTEGRAL INDEFINIDA.

Se dice que la funcién F(x) es una primitiva de f (x) en un intervalo
I, si F(x)=f(x), Vxel. En este caso, se cumplird también que
[F(x)+c]': f (x), por lo que si F(x) es primitiva de f(x) también
loserd F(x)+c, VxeR.

Al conjunto de las infinitas primitivas de f (x) le llamaremos integral

indefinida de f(x), y escribiremos en forma simbdlica

jf(x)dx:F(x)+c.
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13.2. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

Tal como hemos definido la integral indefinida, la integracion resulta

ser la ”operacion inversa” de la diferenciacion.

Efectivamente,

df (x)dx=d [F(x)+c]:[F(x)+c]'dx: f (x)dx

dF (x)=F (x)dx= f (x)dx=F(x)+c

13.3. INTEGRALES INMEDIATAS

Recurriendo a la definicién anterior y aplicando las reglas de derivacion

se obtiene el siguiente cuadro de funciones primitivas de otras funciones

dadas. Por la evidencia de su calculo, se llaman integrales inmediatas.

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[ f'(x)l:f (X)]“dx=M+c, para n#= -1

n+1

[0 g in £ (x) ¢

f(x)

[ /(x)a ek =2

+Cc, paraa>0, a=l
Ina

f'(x)cosf (x)dx = senf (x)+c

f'(x)senf (x)dx = —cosf (x)+c

.&dx:tgf(xﬁc

cos’ f (x)
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[7] Ise;E‘()) dx = —cotgf (x)+c
I F(x )
V[ F(x

& X = arc
B ~1+[f(x) | tof (x) e

dx arcsenf (x)+c

[10] [ f'(x)chf (x)dx = shf (x)+c

(1] [ (x)shf (x)dx = chf (x)+c

[12] .'C;;f(())d ~ thf (x)+¢

[13] ..sr::f( ())dx —cothf (x)+c

r f'(X) 2
[14] — dx=argshf (x)+c=In| f(x)+y[ f(x)] +1
LT 42 {

+C

[15]

[

,para f(x)>1

[16] Imdx In{ ~ 0T -1

dx=In|f

[T (0] -1

+c=argchf (x)+c

+c, f(x)<-1
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1+ f (x)
1-f(x)

+c,para f(x)=1

f,L)zdx =argthf (x), para | f(X)| <1
1-[f(x)]

Observaciones:

Se supone la validez de estas igualdades para los valores de x

pertenecientes al dominio de las funciones a integrar.
Se pueden obtener otras expresiones paralelas para el caso particular que

f(x)=x,y, obviamente, f (x)=1.

Asimismo, se puede ampliar la relacion anterior aplicando las reglas de
derivacion para otras formas funcionales.

13.4. LINEALIDAD DE LA INTEGRAL INDEFINIDA.

Siendo f(x) y g(x) funciones que admiten primitiva y kuna

constante, se verifica:
I[f(x)+g(x)]dx:jf(x)dx+Ig(x)dx
ka(x)dx=kjf(x)dx

Estas propiedades nos permiten, si nos conviene, descomponer una
integral en suma de otras integrales, que pueden ser mas elementales que
la inicial.
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13.5. METODOS O TECNICAS DE INTEGRACION.

13.3.1. Integracion por sustitucién o cambio de variable

Consiste en sustituir x por una cierta funcion de una nueva variable, t,

de tal forma que resulte otra integral mas sencilla de resolver.

Asi, supuesto f (x) continua en [a,b], sustituiremos en If(x)dx, la

expresion adecuada, x=g(t) , siendo g(t) derivable con derivadas

continuasen [a,b | y g[a,,b |=[a,b]. Quedara,

jf(x)dx: jf[g(t)]g'(t)dt: IH(t)dt=IF(t)+c.
Para expresar la primitiva en funciéon de la variable x, sustituiremos

t=g7(x) (inversade g(x) que debe existir).

5.2. INTEGRACION POR PARTES

Tiene por objeto transformar una integral en otra mas sencilla, aplicando
una expresion deducida a partir de la diferenciacion de un producto de

funciones.

Sean u=u(x), v=v(x), funciones continuas con derivada continua
en un intervalo I. Diferenciando,

d (uv) = udv+vdu , despejando,

udv =d (uv)—vdu, integrando,

udv =uv —vdu
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El método consiste en expresar la funcion subintegral como producto de
los factores u y dv, de tal forma que la nueva integral j vdu sea mas
facil.

Es Gtil en maltiples casos. Enumeraremos algunos de ellos:

P(x)InQ(x)dx; P(x),Q(x) polinomios en x

P(x)e®dx; keR

P (x) senkxdx, I P (x) coskxdx

e“senkxdx, jekxcoskxdx

j P (x)arcsenxdx, IP(x)arccosxdx

J. P (x)arctgxdx

5.3. INTEGRALES RACIONALES
. . P(x)
Son las integrales del tipo jmdx donde P(x) y Q(x) son
X

polinomios en Xx.

Si el grado de P(x) es mayor o igual que el de Q(x) se efectua la

division,
PO _ . RO
Q(x) Q(x)

quedando reducida la integral inicial a la de un polinomio mas una

integral racional donde el grado del numerador, R(x), es menor que el
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grado del denominador Q(x). Solo consideraremos, entonces, integrales

de este Gltimo tipo.

RO)

Para resolver esta, descompondremos o)
X

en fracciones simples lo

que equivaldra a sustituir la integral inicial por una suma de integrales

maés elementales.

5.3.1. Descomposicion en fracciones simples

La descomposicion depende de la naturaleza de las raices de Q(x)=0.
5.3.1.1. Raices reales (simples y multiples)

Supongamos que a, b y c son las raices de la ecuacion Q(x)=0, de
Ordenes respectivos de multiplicidad 1, « y . La descomposicion
resultaria,

RW__A B B B .G C . C

a a

= oot + Foet
Q(X) x-a x-b (x-b)’ (x—=b)* x-c (x—c)’ (x—c)“

5.3.1.2. Raices complejas simples
Sean (r+si) las raices complejas conjugadas de Q(x)=0. En

principio, la descomposicion seria,

ggg:x—(?JrSi)er—(?—si)' con A, A eC (Cuerpo de los

numeros complejos). Operando quedaria,
R(x)  Mx+N
Q(X) (x=r)*+s?

Fracciones similares se plantearian para cada pareja de raices complejas

con M, N R

conjugadas. En caso de existir raices reales y complejas, la

) -
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descomposicion seria la suma de las fracciones correspondientes a ambos
tipos. Para calcular los coeficientes de los numeradores se quitan
denominadores y se identifican los dos polinomios del primer y segundo
miembro, tal como se detallara en los ejercicios resueltos. En el caso que
Q(x)=0 admita raices complejas multiples, no procederemos a la
descomposicion y aplicaremos un método de integracion que trataremos

en el siguiente apartado.

5.3.2. Integracion de las fracciones simples

5.3.2.1. Fracciones correspondientes a raices reales simples
A .
— j—dx = Aln|x—a|+C (Inmediata)
X—a

5.3.2.2. Fracciones correspondientes a raices reales maltiples

A} atl
J = Aa&+c =i%+c (Inmediata)
(x—a)” —a+1 1-a (x—a)”

5.3.2.3. Fracciones correspondientes a raices complejas simples

Para integrar fdx , una vez hallados los coeficientes, la
X—r)"+Ss

descompondremos en dos integrales inmediatas, una de tipo logaritmico
y otra de tipo arco tangente. La metodologia se detallara en los ejercicios

practicos y la expresion final queda,
+ N

MXtN . X:Mln[(x—r)z+sz}+Mr—arcth—_r+C
(X=r) +s 2 S S
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5.3.3. Método de Hermite

Se aplica cuando Q(x)=0 tiene raices complejas multiples en la
. R
integral J. ﬂdx.
Q(x)
Se podria demostrar, para este caso, que la fraccién racional se podria

descomponer en la forma,

R _d [f(X)] R ()
Q) dxg(x)" Qi(x)

En esta expresion, g(x) es un polinomio con las mismas raices que

Q(x) rebajando en una unidad, respectivamente, sus oOrdenes de
multiplicidad, (se podria obtener, pues, como el m.c.d. de Q(x) y Q'(x))
y f(x) es un polinomio de coeficientes indeterminados de grado inferior
en una unidad al grado de g(x).

R, (x)

1

La expresion

se descompondria en fracciones considerando

como raices de Q,(x)=0 las mismas que las de Q(x)=0, pero con
orden de multiplicidad, para todas ellas, igual a la unidad. Es decir,

R _d 100, A A Mx+N,

Q(X) dx g(x)" x-a x-a (x=1)" +s

Derivando e identificando polinomios se obtendrian los coeficientes

indeterminados. Integrando cada sumando,

R(X) Id f(x)] J. A dx + —dx+ —MlXtledX-i-
Q(x) dx g(x) X—a, (X—-nr) +s
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R4, _ 100 J A e [P [ N g
STCOTeY x-a, (x—5) +5;

integrales del mismo tipo que las que figuraban en las integrales

racionales anteriores, y que ya hemos resuelto.

5.4. INTEGRALES IRRACIONALES

En general, las primitivas de las funciones irracionales no pueden
expresarse mediante funciones elementales. Consideremos, en este
apartado, algunos tipos en los que si es posible encontrar una funcion
primitiva. El procedimiento general consistird en transformarlas en

integrales racionales realizando los cambios de variable adecuados.

5.4.1. Integrales del tipo IR[X (ax+b)q1 ("’1)(+b)qz ---]dx
cx+d

En esta expresion suponemos que R denota una funcion racional y que

PP -+-, son numeros racionales. Supondremos, ademas, que

0, q,

ad =cd, pues, en otro caso, la fraccion se reduciria a una

cx+d
fraccion numérica. Hallando el m.c. m. de los denominadores de los

exponentes (q,,d,,:--), al que Illamaremos A y haciendo el cambio de

. ax+b . .
variable g =t*, la integral se transforma en una racional.
CX +

5.4.2. Integrales binomias
Son las integrales de la forma Ix”‘(ax” +b)Pdx donde m, ny p son

ndmeros racionales.
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Haciendo el cambio x" =t con la finalidad de transformar el paréntesis

en un binomio de primer grado, la integral se convierte en una del tipo

jtq(a+bt)pdt.

Esta integral se racionaliza s6lo si es entero uno de los tres nimeros p,

q, p+q.

o Si peN, se desarrolla el binomio y se quita el paréntesis,

transformandose en una suma de integrales inmediatas.

: . r . :
o Si p es un entero negativo y gq=—, efectuariamos el cambio de
S

variable t = z° y se convertiria en una integral racional.

. r .
o Si g esenteroy p=—, estamos en el caso analizado en el apartado
S

anterior y hariamos el cambio (a+bt)=2z°.

o Si p+q es entero, multiplicando y dividiendo por t°*,
p
J‘tq(a+bt)"dt=Itp+q(a+ij dt

y volveriamos a tener una integral del primer tipo estudiado de las

. . . . . . a+bt
integrales irracionales, que se racionaliza mediante el cambio =17

: r
siendo p=—.
S
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5.4.3. Integrales del tipo IR[X,\/axz + bx+c]dx

Igual que en casos anteriores R representa una funcion racional. Se
pueden resolver racionalizandolas, convirtiéndolas en otras integrales
irracionales conocidas o recurriendo a cambios trigonométricos. Aunque
nos parece mas metddico y seguro el segundo camino, comentaremos

también el método de racionalizacion.

5.4.3.1. Integracion por racionalizacion
Consiste en efectuar un cambio de variable que nos permita despejar x

como una expresion racional de esta nueva variable.

1°-Si a>0, haremos vax?+bx +¢ =~Jax+t
2°-Si ¢ >0, haremos vax? +bx+c =tx++/c

3°-Si a<0 y c<0, haremos vax®+bx+c =t(x—«), siendo « una

raiz de ax’? +bx+c=0.

5.4.3.2. Integracion por reduccion
Dada la integral irracional jR[x,\/ax2+bx+c]dx, efectuando

operaciones que consisten generalmente en:

- Multiplicar y dividir por el conjugado de alguna expresion

- Multiplicar y dividir por v/ax® +bx+c

- Descomponer en fracciones simples la parte racional de la integral

la transformaremos en los tipos:
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dx
ol :
(x—a)"\/ax +bx+c

con peN

)} Lx siendo P(x) un polinomioen Xx.
ax’ +bx+c

La integral (I) se transforma en la del tipo (II) mediante el cambio

1 e . .
X—a = O y esta ultima la resolveremos por el llamado Método Aleman.

Este Método consiste en descomponer la funcion subintegral de la

forma,

P(x) /
—_— f (X)Vax® +bx+¢ |+ ——oe
Jax? +bx+c dx{ } Jax? +bx+c

donde f(x) es un polinomio de coeficientes indeterminados de grado
inferior en una unidad al de P(X).

Derivando e identificando polinomios se obtienen los coeficientes

indeterminados. Integrando a continuacion,

¢dx_ f (x)vax® +bx+c + %x

ax? +bx+c Jax? +bx+c

Solo tendriamos que resolver OI—dx que es del tipo

Jax? +bx+c

arcsenx, argshx o argchx, como veremos en los ejercicios.

5.4.4. Integrales del tipo IR(X,\/aibXZ)dX

Estas integrales, en particular, son del tipo anterior y se podrian
resolver por racionalizacion o por reduccion, pero, asimismo, resultan

adecuados determinados cambios que detallamos a continuacion.

J -
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o Para IR(X,\/a—bXZ)dX, con a,b>0, haremos x:%sent 0

k= Y2 cost
Jo
e Ja
o Para IR(X, a+bx“)dx, con a,b>0, haremos x:%tgt 0
x=£sht.
Jo

Los cambios efectuados transforman estas integrales en otras mas

sencillas, como veremos en los ejercicios resueltos.

5.5. INTEGRALES DE ALGUNAS FUNCIONES TRASCENDENTES

5.5.1. Integrales del tipo IR(aX)dx

El cambio a* =t la transforma en una integral racional.

5.5.2. Integrales del tipo jR(senx, cosx)dx

Recordemos que R denota una expresion racional en senx y cosx.Los
cambios que convierten esta integral en una racional, dependiendo de la

funcion subintegral, son los siguientes:

o Si R(senx,cosx) es impar en cosx, es decir, al sustituir cosx por

(—cosx), la expresion cambia de signo, haremos senx =t.
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o Si R(senx,cosx) es impar en senx, es decir, al sustituir senx por

(—senx) , la expresion cambia de signo, haremos cosx =t .

o Si R(senx,cosx) es par en (senx,cosx), es decir, al sustituir
simultaneamente senx por (—senx) y cosx por (—cosx) la funcion no
cambia, haremos tgx =t. En este caso deberemos expresar senx y c0sx
en funcion de tgx:

1 1 _otgx ot
cosecx \flecotg?x l+tg’x  VI1+t?

SeENX =

1 1

coSX = = =
SeCX  ([1+tg?x  1+t?

Puede suceder que una expresion pertenezca a dos o a los tres tipos
anteriores. En este caso, es aconsejable utilizar uno de los dos primeros
cambios y recurrir al tercero sélo en el caso que estos no fueran factibles,
ya que las integrales racionales a las que conducen aquellos son, en

general, menos complicadas que utilizando tgx =t.

o Si la expresion R(senx,cosx) no fuese ni impar en senx, ni impar en
. . . X
cosx, ni par en (senx,cosx), recurririamos al cambio general tg§=t.

Este cambio se podria aplicar en cualquier caso, pero normalmente da
lugar a integrales racionales con polinomios de grado mas elevado que
utilizando otro de los sefialados.
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] . X
Habria que expresar senx y cosx en funcion de tg —:

ZSenicosi 2tg X
2 2 2

X X 2t
SEenxX = Sen2— = 2sen—Ccos— = < v v -
2 sen’ X rcos? X 1itg2r 1+t
2 2 2
2 X 2 X 2 X
cos’~—sen* = 1-tg®>~ . .2
COSX = COS2~ = cos? = — sen’® > = )2( )2( - )2( 1 tz
2 2 2 gen? X cos2 X 1+tg2 X 1+t
2 2 2

5.5.3. Integracion de productos de senos y cosenos de argumentos

distintos

Son las integrales de la forma,

I senax senbxdx , I senax cos bxdx , j cosax cos bxdx .

Se resuelven transformando el producto en sumas o diferencias
mediante identidades trigonométricas. Asi, por ejemplo, utilizando las
igualdades:

sen (ax+bx)=senax cosbx+ cosax senbx
sen (ax—bx)=senax cosbx— cosax senbx

Sumando y despejando,
senax cosbx = %[sen(ax + bx) + sen(ax —bx)]

integrando,

jsenax cos bxdx = E[— cos(ax+bx) _ cos(ax— bX)] c
2 a+b a->b

Las restantes integrales se resolverian de forma similar
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