Tema 11

Integrales impropias.

11.1 Introduccién.
En el tema anterior se ha definido la integral de Riemann con las siguientes hipotesis
*x Dom(f) = [a,b] es un conjunto acotado.
* f:]la,b] — R esta acotada en [a, b].
Si alguna de estas condiciones no se cumple denominaremos a la integral correspondiente
integral impropia.
11.2 Integrales impropias de primera especie.

Definiciéon 11.1- Sea f:[a,+00) — IR integrable en [a,t], para todo t > a, y sea
t
F:a,+00) — R la funcién definida por F(t) = / f(z)dzx.

El par (f, F) se denomina integral impropia de primera especie en [a, +o0) y se designa

por
+oo +00
/ flx)dx ¢ / I
a a
+00
Definicién 11.2 - Diremos que la integral impropia (x)dz es convergente si existe y es
a
finito

lim F(t) = lim /atf(:n)dx

t—-+o00 t—+00

y si ese Iimite es L se dice que el valor de la integral impropia es L. Es decir,

L= /:OO f(z)dz.

Si el limite anterior es infinito se dice que la integral impropia es divergente, y si no existe se
dice que es oscilante.

De forma andloga se definen las integrales impropias de primera especie en intervalos de la
forma (—o0,b] para funciones f:(—o0,b] — IR integrables en [t,b], para todo t € IR, y las

representamos por
b b
/ f(x)dx 6 / f.
J —00 —0o0

Definicion 11.3—- Sea f:IR — IR integrable en todo intervalo cerrado de R. Diremos que
+oo
f(x)dx es convergente si existe algin a € IR tal que las integrales

o0

+o0
f

" f@)de y (2)da,
/.

a
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!! 11.2 Integrales impropias de primera especie.

son ambas convergentes. En ese caso su valor es

_+: f(z)dz = /_aoo f(z)dx + /:OO f(z)dw

Definicidon 11.4 - Diremos que dos integrales impropias tienen el mismo caracter, y lo repre-

sentaremos por “~7” si son simultaneamente convergentes, divergentes u oscilantes.

Propiedades 11.5-

a) Sea f:[a,+00) — IR integrable en [a,t] para todo t > a y sea b > a. Entonces

“+o0 —+oo
[ e~ [ f@)de
a b
Demostracién:

Como

t b t b t
tEeroo/a f(x)dx:tEeroo (/a f(a:)dac—i—/b f(:c)d:v) :/a f(x)d:v+tlgrnoo/b f(z)dx

el limite de la izquierda es finito, infinito o no existe si el limite de la derecha es finito,
infinito o no existe respectivamente. Y viceversa.

|
Analogamente si f:(—o00,b] — R es integrable en [¢,b], Vi € R y a < b, entonces
b a
| t@de~ [ f@)ds
+oo +0o0
b) Sean f,g:[a,+00) — IR integrables en [a,t], V¢ > a. Si / f(z)dz y / g(x)dx
+00 a a
convergen, entonces / (f + g)(z)dz converge. En cuyo caso,
+oo +oo +oo
[ Growin= [ @+ [ gl
Demostracién:
Basta considerar que hm / (f+9)(z)dx = thin f d:c+ hm / x)dzx, si los
(o]
segundos limites ex1sten -

c) Sea f:[a,+00) — IR integrable en [a,t], Vt >a y A € R, con X\ # 0. Entonces

“+o0o +oo

f(z)dz ~ / A (z)dz.

a a

Demostracion:

Como hm / A (x)dx = )\ 11m / f(x)dx, ambos limites son simultdneamente finitos,

inﬁnitos 0 no existen. -

Observaciones:
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!! 11.2 Integrales impropias de primera especie.

+00
a) Sea f:IR — IR integrable en todo intervalo cerrado de IR. El caracter de f(x)dx

no depende del punto a dado en la definicién.

En el caso de que la integral sea convergente su valor no depende tampoco del punto
elegido ya que, para cualquier b € IR,

[ Co= o [ [os [To= [ [

(o)
b) Sea f:IR — IR integrable en todo intervalo cerrado de R. Si / f es convergente,
—00

+0o0
entonces f = hm f f.

La implicamon contraria es falsa. Es decir, puede existir el limite y la integral ser diver-
gente.

—+00
CONTRAEJEMPLO.- / 2xdx no es convergente, pues

o t
/ 2xdxr = hm / 2xdr = hm 1:2}0 = lim #* =+
0

t——+4o00 t——+400

es divergente, sin embargo

t
lim / 2xdx = hm 332} = lim #* — (—t)> =0.

t——+o0 t——+o00 t——+o00

Al valor del hm / f(x)dx se le denomina Valor Principal de Cauchy, y suele denotarse

+m
por VP f.

OO
EJEMPLO 11.6 — Estudiar el caracter de / sa, para a € R.
1

Solucién:
Como la funcién tiene primitivas distintas para a =1 y a # 1, las estudiamos por separado:
Sia=1,

t
lim / —dr = lim lnxL: lim (lnt—lnl):tli+rn Int = +o0,

t——4o00 t——400 t——+oo

luego diverge.

Sia#1,

—a+1 t7a+1 1fa+1

¢ T
lim 7% xr = lim
t——+o00 Jq tﬂ+m-—a+—11

1 =1 & 1
— lim (e 1) =] Ta N>
t—+oo 1 — & 400, sia <1

)

= lim —
t—too' —a+1 —a+1

luego diverge si @ < 1 y converge si a > 1.
oo

Resumiendo, / g—ﬁ diverge si a <1 y converge si « > 1. En este dltimo caso,
1

/Ooda,’_ 1
1 ¢ a-—1"
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!! 11.2 Integrales impropias de primera especie.

Proposicion 11.7— Sea f:[a,+00) — IR, integrable en [a,t] para todo t € [a,+00). Si
lixil f(z) = L # 0 entonces / f(z)dz diverge.

a

Demostracion:
Supongamos que lirjra f(z) = L > 0. Entonces, para cualquier £ > 0 existe k£ > 0 tal que
T—>1T00
si x > k se verifica que |f(x) — L| < e, es decir, L —e < f(x) < L +e¢.
En particular, tomando ¢ = % > 0, si * > k se verifica que % < flx) < %, luego

0< % < f(x) para todo z € [k,+00). Entonces,

t

t
lim £d$ < lim

t——+oo k 2 T t—+4oo k f(x)dx
y como
. tL . L 4 L .

t o]
se tiene que . liin / f(x)dx = 40 y la integral / f(z)dx diverge, luego por la propiedad 1
—+oo Jig k

o0
de 11.5 anterior, / f(z)dz diverge.
Supongamos ahora que lirf f(x) =L <0. Entonces lim —f(z)=—L >0y, por tanto,
T—T00

T—+00

/ — f(x)dx diverge. Luego / f(x)dx diverge. -

Observacion 11.8 — Como consecuencia de este resultado, si una funcién tiene limite en +oo,
su integral sélo puede ser convergente cuando el limite es cero. (Si el limite no existe no se puede
asegurar nada.)

El reciproco de la proposicién 11.7 no es cierto, una integral puede ser divergente, aunque
su limite sea 0.

lim L =0.
Tz—+o00 ¥

oo
CONTRAEJEMPLO.- /1 %‘T diverge (ver ejemplo 11.6) y sin embargo,

11.2.1 Criterios de comparacion para funciones no negativas.

Lema 11.9- Sea f:[a,+00) — IR integrable y no negativa en [a,t], ¥t € IR. Entonces la
t
funcién F(t) = / f(z)dz es creciente en [a,+00).

Demostracion:
La funcién F' es creciente ya que si t1,te € [a,+00), con t; < t9, entonces

Flts) — F(t1) = ;2 Fla)dz >0

por ser f(x) > 0 para todo z € [a,+00).

Teorema 11.10— Sea f:[a,+00) — R integrable y no negativa en [a,t], Vt € R.

“+o0 t
/ f(z)dz es convergente <= F(t) = / f(z)dz estd acotada superiormente.
a a
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!! 11.2 Integrales impropias de primera especie.

Demostracién:

o
Si / f(z)dx converge, entonces
a

lim /f = lim F(t)=LeR.

t——+00 t—4o00

Como F'(t) es creciente, F'(t) < L y estd acotada superiormente.

Reciprocamente, si F(t) estd acotada superiormente existe sup{F(t) : t € [a,+o0)} = « €
o0
IR. Veamos que « = hm F(t) y habremos probado que / f(x)dx es convergente.

Sea ¢ > 0. Entonces por ser o un extremo superior, existe t’ € [a, +00) tal que v — ¢ <
F(t'), luego si t > ', como F es creciente, se tiene que o — e < F(t') < F(t). Ademds, para
todo t, se verifica que F(t) <a < a+e.

En consecuencia, para cualquier € > 0 existe ¢’ tal quesi t >/, a —e < F(t) < a+e, es

decir, |F(t) —al < e, luego tl}glooF(t) = -

Observacion:
oo

A la vista del resultado anterior, para funciones no negativas, f(z)dx sélo puede ser con-
a
vergente o divergente.

Primer criterio de comparacion 11.11—- Sean f,g:]a,+o0) — IR integrables en [a,t| para
todo t > a y supongamos que existe b > a tal que 0 < f(x) < g(x) para todo = > b. Entonces:

“+o0o
a) Si / g(x)dz converge = / x)dx también converge.
b) Si f (x)dz diverge = / x)dx también diverge.
Demostracién:

Por la propiedad 1 de 11.5,

" f@)de ~ bmf(w)dar y /a*“gmdm /b*""g@)dx,

luego basta probarlo en [b, +00).

a

+o0 t
a) Si / g(x)dz converge, G(t) = / g(x)dx estd acotada superiormente.
b b

Por ser 0 < f(x) < g(x), se tendra que

_ /b ")z < /b L g(@)ds = (1),

luego F(t) esté acotada superiormente y f (z)dz es convergente.
b

+00 +oo
b) Si / f(z)dz es divergente también lo es / f(z)dz y, por tanto, F'(t / f(z)dzx
a

no estd acotada superiormente. Como F(t) < G(t), G no estd acotada superiormente y
+00 +oo

/ g(x)dx es divergente, luego / g(x)dx es divergente.

b

a
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!! 11.2 Integrales impropias de primera especie.

Segundo criterio de comparacién 11.12— Sean f, g: [a,+00) — IR integrables en [a,t], para

todo t > a y no negativas. Supongamos que existe lim @) _ 1 Entonces:
r——+00 g(x)

+00 400
a) Si0<L <400 = / f(z)dx ~ / g(x)dx.

b) Si L =0, se tiene:

+00 +0oo
(i) si / g(x)dx converge —> f(x)dx converge.
a

+oo +oo
(ii) si / f(z)dz diverge = / g(x)dx diverge.

c) Si L = 400, se tiene:

+00 +oo
(i) si f(z)dz converge = / g(x)dx converge.
a

a

+00 +oo
(ii) si / g(x)dx diverge = f(z)dz diverge.
a a
Demostracion:
a) Si 0 < L < +o0, tomamos € = %, luego existe K > 0 tal que si z > K se tiene que

%—L’<%.Dedonde
L f(z) L
—— 4+ <L < —+1L
2—1— <g(:1:) < 2—1—

y, como g(x) > 0, se tiene
3L

Zo(a) < (@) < 2 ola)

para todo x > K. Basta aplicar 11.11, a los pares de funciones %g <flx)y flz) < %g(x)
y tener en cuenta la propiedad 3 de 11.5.

b) Si L = 0, tomando ¢ = 1, se tiene que existe K > 0 tal que si * > K entonces
0< flz) <g(=).
De nuevo, basta con aplicar 11.11.

9(x)

c) Si L =400, entonces lim =< =0 y recaemos en el caso anterior.
Observacion:
Aunque los criterios dados son validos tinicamente para funciones positivas en un entorno de
“+oo

—+00
~+00, teniendo en cuenta que / f(z)dz ~ / — f(x)dx, para las funciones negativas basta
a

a
—+00

estudiar el cardcter de / — f(x)dzx.

a

11.2.2 Convergencia absoluta.
Definiciéon 11.13 - Sea f:[a,+00) — IR integrable en [a,t] para todo t > a. Diremos que

+00 +oo
/ f(z)dx es absolutamente convergente si / |f(x)|dx converge.
a a
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!! 11.2 Integrales impropias de primera especie.

Teorema 11.14 - Sea f:[a,+00) — R integrable en [a,t] para todo t > a.

00 +o0
Si / | f(x)|dx converge, entonces (z)dz converge.
a a

En otras palabras, si una integral impropia converge absolutamente entonces converge.

Demostracién:
Para todo x € [a,+00) se tiene —|f(z)| < f(z) <|f(z)|, luego 0 < f(z)+ |f(x)| < 2|f(x)].

+oo 400
Entonces, si / | f(z)|dx converge se tiene que / (If(z)| + f(x))dx es convergente y, por

tanto, aplicanﬁo al propiedad 2 de 11.5, se tiene quae

/:wf(:c)da: = /+oo (f(z) + |f(2)]) dz — /+Oo|f(x)‘dx

a a

converge.

Nota: El reciproco no es cierto.
oo

CONTRAEJEMPLO.- / % dx converge pero no converge absolutamente.

™
oo

Veamos que / 2 Fdx converge.
K

> gen x ) t senx u=1 du= =%dt
dr= lim dr =—> z z —
- T t—+too Jr dv =sen xdx V= —COSZT

. —cosz]? L cosx . 1 —cost . tcosx
= lim — 5 dr)| = lim (— — — lim 5 dzx
t—+o0 x - x T t—+oo \ T t t=too Jr T

o o
Como |C;2x| <%y / Ldx converge, / €S dx converge absolutamente, luego converge y,
por tanto " "
/Oosezmdx _ % _ /°° cc;s;vdx
™ ™
converge.

Cos T
—dx

oo
Veamos que no converge absolutamente. Si / @dx convergiera, entonces / -

s ™
convergeria, puesto que

/°° |cosx]dx:/°° |sen(m+72r)|dx:/°° |sen(z§r)\dt~/°°]se;1t|dt

3r 1+ _ 7t
x T 7#152

oo
| sen z|+|

cos | .
- dx convergeria.

(por el segundo criterio de comparacién); en consecuencia, /
U

Pero esto es absurdo puesto que w >

oo
> 1y como / Ldx diverge, necesariamente
x - x

o0
/ Mcwdw ha de ser divergente.
™

oo oo
senx .
Luego / Ui‘dx diverge y / *%dx no converge absolutamente.
™ ™

Observacion 11.15— Los criterios establecidos para integrales impropias de primera especie en

[a, +00) asi como la convergencia absoluta admiten versiones anédlogas para integrales impropias
de primera especie en (—oo,b]. Ver seccién 11.3.1.
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!! 11.3 Integrales impropias de segunda especie.

No obstante, si f:(—o0,b] — IR, la funcién g: [—b, +00) — R definida por g(z) = f(—z)
i
verifica que / f(z)dz = / g(u)du, para todo t € (—o0,b], luego
b

/boof(a:)daz ~ /O:g(u)du.

Puede, por tanto, estudiarse f(z) en (—oo,b] estudiando f(—xz) en [—b, +00).
-1
EJEMPLO.- Estudiar el caracter de / x%dx.

—00

“+o00 +o0 —1
Como / = x) dr = / x—gdw que converge, la integral / x—lzdx converge.
(-1) 1 —o0

11.3 Integrales impropias de segunda especie.

Definicién 11.16 — Sea f:(a,b] — R mtegrable en [t,b], para todo t € (a,b], y no acotada.
Sea F:(a,b] — R la funcién definida por F'(t / f(x)dx.

El par (f, F) se denomina integral impropia de segunda especie en (a,b| y se designa

por
/aif(w)dx 6 /bf

Definiciéon 11.17 — Diremos que la integral impropia / f(x)dx es convergente si existe y es

finito
lim F(t) = lim / f(x

t—a™t t—a™t

y si ese Ilimite es L se dice que el valor de la integral impropia es L, es decir,

L= /ai f(x)dx

Si el limite anterior es infinito se dice que la integral impropia es divergente y si no existe
se denomina oscilante.

De forma andloga se definen las integrales impropias de segunda especie en intervalos de la
forma [a,b) para funciones f:[a,b) — IR integrables en [a,t], V¢ € [a,b) y no acotadas. Las

representaremos por
b_ .
/ fx)de 6 / f.
a a

Definiciéon 11.18 — Sea f: (a,b) — R integrable en todo intervalo cerrado contenido en (a,b) y

no acotada. Diremos que / f(z)dx es convergente si existe algun ¢ € R tal que las integrales
+

c b~
/ f(x)dx y / f(x)dx son ambas convergentes. En ese caso su valor es
at c

/ai_ f(z)dz = /ai f(x)dx—i—/cb_ f(x)dx
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b b
— 1 7’ diz dix
EJEMPLO 11.19 — Estudiar el caracter de /a+ a—ay@ Y /a (—z)e » PATA O cR.
Solucién:
Sia=1,
b d
lim Y — lim Injz —af’ = lim (In|b—a|—In|t —a|) = +oo.
t—atJt T—a t—at t—at
Sia#l,
: b dx , 1 1 b
lim —— — = lim
t—at Jy (x—a)® t5at a—1(z—a)e 1],
I B
~ lim < I ) _Jaapage sia<l
t—at a—1\(b—a)*=t  (t—a)! +00, sia>1

luego converge si o < 1 y diverge si a > 1.
-
Andlogamente se hace la segunda, y se obtiene que / (bfi)a converge si a < 1 y diverge

. a
sia>1.

11.3.1 Criterios de comparacién para funciones no negativas.

Las integrales impropias de segunda especie para funciones no negativas, admiten criterios
andlogos a los dados para las integrales de primera especie. En este sentido, obsérvese que
el Teorema 11.21 siguiente es idéntico a su homologo para integrales de primera especie.

Por ello, enunciaremos los criterios omitiéndo sus demostraciones, que tienen un desarrollo
parejo a las demostraciones de los criterios para las integrales de primera especie. Véase la
observacién 11.25 posterior, que “identifica” las integrales de segunda especie con las de primera
especie, donde se aporta mas informacién sobre estos comentarios.

Lema 11.20- Sea f:(a,b] — IR integrable en [t,b], para todo ¢t € (a,b], no negativa y no

b
acotada. Entonces, la funcién F(t) = / f(z)dx es decreciente.
t

Demostracién:
Si t1,t9 € (a,b] con t; < ty, entonces

b to b b
Pt = | f(:z:)d:z::/t fde+ [ f@)de = [ f@)de = F(ta).

Teorema 11.21 - Sea f:(a,b] — R integrable en [t,b], para todo t € (a,b], no negativa y no
acotada. Entonces

b b
/ f(z)dz es convergente <= F(t) = / f(z)dz estd acotada superiormente.
at t

Demostracion:

b
Si / f(z)dz converge, entonces
at

b
lim / frdx = lim F(t) =L € R.
t

t—at t—at
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Como F(t) es decreciente, F(t) < L y estd acotada superiormente. (Notar, que como F' es
decreciente, cuando ¢ “decrece” hacia a™, F(t) “crece” hacia L.)

Reciprocamente, si F'(t) estd acotada superiormente existe sup{F(t) : t € (a,b]} = a € R.

b
Veamos que o = lim+ F(t) y habremos probado que / f(x)dx es convergente.
t—a at

Sea € > 0. Entonces, por ser a un extremo superior, existe ¢ € (a,b] tal que o —e < F(t'),
luego si t < ', como F' es decreciente, se tiene que o — e < F(¢') < F(t). Ademds, para todo
t, se verifica que F(t) <a<a+e.

En consecuencia, para cualquier € > 0 existe ¢’ tal que si t <t', a —e < F(t) < a+e, es
decir, |F(t) —a| < e, luego lim F(t) = .

t—at |
Primer criterio de comparacién 11.22 - Sean f,g: (a,b] — IR integrables en [t,b], para todo
t € (a,b], y no acotadas. Supongamos que existe c¢ € (a,b] tal que 0 < f(x) < g(x), para todo
x € (a,c|, entonces

b b
a) Si / g(z)dz converge — / f(x)dx también converge.
at at

b b
b) Si / f(x)dx diverge = / g(z)dx también diverge.
at at

Segundo criterio de comparacion 11.23 - Sean f,g:(a,b] — IR integrables en [t,b], para
todo t € (a,b], no negativas y no acotadas. Supongamos que existe y es finito lim+ g(—i)) =1L.
r—a

Entonces:
b b
a) Si L # 0 entonces, / f(z)dx N/ g(z)dz.
at at
b) Si L =0, se tiene:
b b
(i) Si / g(z)dx converge — / f(x)dx también converge.
at at
b b
(ii) Si / f(z)dz diverge — / g(x)dx también diverge.
at at

Teorema 11.24 — (Convergencia absoluta.)
Sea f:(a,b] — IR integrable en [t,b], ¥t € (a,b], y no acotada.

b b
Si / |f(z)|dx convergente =—> / f(z)dx  es convergente.
at at
Nota: También pueden darse enunciados andlogos para integrales impropias de segunda especie
en [a,b).

Observacion 11.25 - Cualquier integral impropia de segunda especie puede transformarse me-
diante un cambio de variable adecuado en una integral impropia de primera especie:

Segunda especie | Cambio de variable | Primera especie
b +00 /1
f(+a)
/a+f(x)dx t= -1 /L L dt
b—a
b~ +oo 1
/ f(z)da t=,L / a2
a (=
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Por consiguiente, como ya anuncidbamos, los teoremas y criterios de comparacién estudiados
para las integrales impropias de primera especie admiten enunciados andlogos para las integrales
impropias de segunda especie.

Las demostraciones pueden hacerse utilizando los cambios de variable arriba indicados y los
resultados ya conocidos referentes a las integrales impropias de primera especie, o bien siguiendo
los mismos pasos de las demostraciones realizadas en la subseccién 11.2.1.

11.4 Ejercicios.

—+00
11.1 Calcular el valor de / 11—%.

400 0
11.2 Calcular/ e *dx y/ e*dr.
0

—0o0

1+x2

+00 +oo
11.3 Estudiar el caracter de / 22—1dz y hallar VP/ ?i—;%dm.
—0o0

+o0
11.4 Probar que / g—ﬁ diverge para cualquier a € R.
0

+oo
11.5 Probar que /

+oo
sen xdx no es convergente. ;Existe V P / senxdx?
—0o0 —00

11.6 Estudiar el caracter de las siguientes integrales, segin los valores de a.

+oo
a) / otdr.
a

+oo
b) / de  bara a > 1.
a

nz’
11.7 Responder razonadamente, sobre la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) Si f:[a,+00) — R, es integrable en [a, t] para todo t € [a, +0), y lir+n f(z) =0,
T— 100
+00

entonces (z)dz converge.
a

b) Si f:[a,+00) — R, es continua y liril f(x) =0, entonces / f(x)dx converge.

o0
c) Si f:[a,+00) — IR, es derivable, creciente y acotada entonces / 1/ (x)dx converge.
a

1000

d) Si/ f(z)dz es convergente, entonces/ f(x)dx S/ flx)dzx.

[e.9]

e) Si / (f(x) + g(x))dx converge, entonces / flz)dz y / g(z)dx convergen nece-

sariamente.

1 1 1
f) Si /f(x)da: y /g(x)d:z convergen, entonces /f(ac)g(x)d:z converge necesaria-
0 0 0
mente.

o0

o0
11.8 Probar que si f y g son funciones positivas tales que / f(x)dx y / g(z)dz convergen
a a

o
y existe, cuando z — oo, el limite de una de las funciones, entonces / f(z)g(z)dx

converge. a
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11.4 Ejercicios.

11.9 Estudiar el caracter de las integrales siguientes:

a) / (2 + senx)dz
0

oo1 0 5
d) /1 Tzdr e) L

0
g) / e? (222 — 4x)dx

—00

j —dz k
Do )

o
m) / e ¥senxdx
0

™
d.
p) /O l—czc)s T q) /0 er—1

oo

& oo
VE 1)/0

e dx c)

o0 2
/ e T dx
— o0

/ e?* (222 — 4x)dx
0

o0 3
: sen” x
1) /0 14cos z+e® dx

zlnz
ta?)? dx

1

dx O) sen x+cos T T
z(1—x) 0 Vz(l-xz)
1 s
eT 2 ev
ez—ldx I‘) ‘/0 V/senx

11.10 Estudiar el caracter de las integrales siguientes:

1
a) / “tdr
0

V2
d r —d
) /(] (x271)% .

2 d.
T
e) /1 zlnz

+o00 1
g) / sen’® Ldz h) / InzIn(z + 1)dx
1 0

b) / ser:1;2w dx
0

*
nw
C) /1 rl—ad3—a2+x dx

f /oo dx
) 0 :v+(:p3+1)%

o0 x
i /0 < da.

11.11 Estudiar el caracter de las integrales siguientes:

™ z a2
. 1+5—=—y/1+senzx
i) / s dx
0

7
x2

Integral de una variable.

—arcsenx

by [7 A
0 x2(g5-w)2

> arctg(z—1)

d) /1 F =0 dz
O J/x sen :%

f) 0 ln(lJr:E)2 dx

.,
h) /7r2 <1I;iOSCC - 1> d.fL'

4

no[

1
sen z arctg3 (z—1
—2)dx.
(z—1)3 shz
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!! 11.4 Ejercicios.

11.12 Encontrar los valores de a, para que las integrales siguientes sean convergentes.

% l—coszx o azr 1 > 1—eV=
a) /0 de b) A (m — m) dx C) /0 xiadx
d) /OO z—senz g e) /OO ( 1 _ L) dx f) /OO %33
, o , \VigzE | w , eV
g) /0 x®sen xdx h) /a %d:ﬁ i) /a %dm

1
11.13 Se define la funcién beta por B(p,q) = / P~1(1 — )% 1dx. Encontrar los valores reales
0

de p y ¢q para los que la funcién B(p,q) esté definida.

o

11.14 Se define la funcién gamma por I'(p) = / xPe "dr.
0

a) Probar que esta funcién estd definida para todo p > —1.

b) Probar que se verifica la igualdad I'(p 4+ 1) = pI'(p), para cualquier p.

e}

c¢) Calcular, usando b), / xS %dx.
0
11.15 Sea f:]0,400) — IR. Se define la funcién transformada integral de Laplace de la
funcién f, que denotaremos por L{f}, como L{f(z)} = F(s) = / f(x)e **dx, siempre
0

que la integral exista. Probar que:

a) Si f(z) =1, F(s) = £{1} = L.

b) Si F(s) = L{f(z)} v G(s) = L{g(x)}, entonces, para todo A\, u € R,

LN (x) + pg(x)} = AL{f(2)} + plig(z)}.

—ST

c) Si f es derivable y verifica que lir+n f(x)e = 0, a partir de un cierto s, y existe
T—T00

L{f(x)}, entonces
L{f'(x)} = sLL{f(2)} — f(0).

d) L{z} = s% y que L{sen(az)} = 5.5, usando la parte c).
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